国际 信息 工程 先进 技术 译 从 





2) Springer 


快速 传 里 叶 变 换 : 
自 法 与 应 用 


Fast Fourier Transform: 
Algorithms And Applications 
K.R. Rao 
D.N. Kim x 
($$) J.J. Hwang 
万 帅 杨 付 正 


( 美 ) 


ii 


机 械 工业 出 版 社 


CHINA MACHINE PRESS 





关于 本 书 


本 书 深 入 浅 出 地 阐述 了 
快速 仿 里 叶 变换 (FFT) 的 原 
理 ， 系 统 总 结 了 各 类 FFT 算 
法 ， 并 广泛 精辟 地 介绍 了 FFT 
在 视频 和 音频 信号 处 理 中 的 
各 种 应 用 。 本 书 对 FFT 的 理 
论 及 最 新 技术 提供 了 全 面 详 
尽 的 诠释 ， 并 且 采 用 图 示 和 
MATLAB 实 例 的 方式 ， 易 于 读 
者 加 深 对 概念 的 理解 。 
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换 (DFT) 的 原理 和 性 质 之 
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(DIT) 和 频 域 抽取 (DIF) 
的 各 类 快速 算法 。 论 述 了 近 
似 计 算 DFT 的 整数 FFT、 二 维 
及 多维 信号 FFT 非 均 匀 DFT 
等 原理 和 技术 。 并 详细 讨论 
了 FFT 的 应 用 ， 给 出 了 大 量 实 
例 。 每 章 之 后 附 有 小 结 、 习 
题 和 课程 实践 。 
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本 书 深入 浅 出 地 前 述 了 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 的 原理 ， 系 统 地 

总 结 了 各 类 FFT 算法 ， 并 广泛 精辟 地 介绍 了 FFT 在 视频 和 音频 信和 号 处 
理 中 的 各 种 应 用 。 本 书 在 前 述 了 离散 傅 里 叶 变换 (DET) 的 原理 和 性 
质 之 后 ， 详 细 讨论 了 时 域 抽取 (DIT) 和 频 域 抽取 (DIF) 的 各 类 快速 
算法 。 论 述 了 近似 计算 DET 的 整数 FFT、 二 维 及 多 维 信号 FFT、 非 均 
^J DET 等 原理 和 技术 。 本 书 还 详细 讨论 了 FFT 的 应 用 ， 给 出 了 大 量 实 
例 。 每 章 之 后 附 有 小 结 、 习 题 ， 并 附 有 课程 实践 和 参考 文献 。 
本 书 语言 流畅 、 图 文 并 茂 ， 通 过 使 用 大 量 图 、 表 、 框 图 ， 为 读者 提 
供 了 直观 和 生动 的 资料 ， 并 给 出 了 最 新 的 MATLAB 程序 和 源 代 码 。 本 书 
可 供 通 信 、 视 频 等 信号 处 理 领 域 的 工程 技术 人 员 、 人 研究 人 员 参 考 使 用 ， 
也 适用 于 相关 专业 本 科 高 年 级 学 生 和 研究 生 ， 以 及 教师 和 自学 者 。 
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译 者 序 


译 者 长 期 从 事 视频 编码 和 多 媒体 信息 处 理 领 域 的 研究 ， 每 天 都 在 和 频 域 分 析 特 





别 是 离散 余弦 变换 (DCT) 打交道 。 在 信息 领域 的 研究 人 员 心 目 上 
Az — К. R. Rao 教授 是 学 术 界 的 泰斗 ， 几 乎 他 的 每 一 本 书 都 凝聚 





P. DCT 的 发 明 
了 信息 技术 发 展 


进程 中 的 精华 ， 业 内 研究 人 员 或 许多 多 少 少 都 读 过 他 的 书 。 第 一 次 见 到 Rao 教授 是 





在 2010 FRA, MEF IEMA RHE, BRB BWW 
教授 仍然 坚持 首先 进行 学 术 研 讨 ， 丝 毫 不 见 疲惫 懈 总 之 意 。 他 对 工 





长 途 飞 行 ，Rao 
作 认 真 负责 的 态 





度 令 在 场所 有 人 加 深 了 对 他 的 敬意 。 儿 天 的 学 术 交 流 结束 时 ，K.，R.， Rao 教授 赠送 
了 他 的 最 新 著作 《快速 侍 里 叶 变 换 : 算法 与 应 用 》， 并 委托 我 们 译 为 中 文 ， 对 此 译 


者 深 感 荣幸 。 
译 者 深 知 快速 传 里 叶 变 换 (FFT) 在 信息 技术 领域 的 重要 价值 














。 在 数字 时 代 ， 


几乎 任何 实际 系统 都 离 不 开 频 域 处 理 ， 特 别 是 离散 传 里 叶 变 换 (DFT) 及 其 快速 实 
现 FFT。 然 而 遗憾 的 是 ， 绝 大 多 数 国内 的 相关 书籍 仅 限 于 介绍 FFT 的 基本 原理 ， 很 
少 讨论 具体 的 各 类 算法 和 应 用 。 本 书 对 FFT 原理 进行 了 详尽 的 剖析 ， 详 细 地 总 结 
了 各 类 算法 ， 并 针对 应 用 提供 了 大 量 实例 。 因 此 ， 本 书 对 于 工程 技术 人 员 来 说 ， 是 
不 可 多 得 的 、 实 用 的 参考 资料 。 本 书 的 另 一 重要 价值 在 于 为 相关 课程 的 教学 提供 重 
































要 参考 。“ 数 字 信号 处 理 ” 是 通信 和 与 信息 领域 本 科 和 研究 生 的 重 
DFT fu FFT 是 其 中 最 核心 的 内 容 之 一 。 然 而 我 们 在 教学 工作 中 发 现 









































要 专业 基础 课 ， 
， 学 生 对 于 FFT 





的 理解 一 直 是 个 难点 。 本 书 深入 浅 出 的 论述 和 大 量 的 MATLAB 程序 实例 将 非常 有 








助 于 读者 掌握 FFT 算法 的 实质 ， 也 为 相关 教学 人 员 提 供 了 大 量 课程 




















本 能 够 为 国内 读者 提供 有 力 帮 助 。 




















素材 。 





鉴于 以 上 原因 ， 译 者 对 本 书 进 行 了 认真 仔细 的 翻译 和 校对 ， 和 希望 本 书 的 中 文 译 


本 书 的 翻译 工作 得 到 了 国家 自然 科学 基金 资助 (资助 号 60902081, 





60902052) 。 特 别 感 谢 以 下 几 位 同学 对 本 书 全 文 进 行 了 认真 核对 : 
RH, FH, X ES, 
Ж ИЖЕ Ж ikut K. R. Rao 教授 的 深 深 敬 意 1 





ЖЖ, BRE, 
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Qi 


本 书 介绍 了 快速 傅 里 时 变换 (FFT) 的 原理 ， 包 括 各 类 FFT 算法 、 频 域 滤波 及 
其 在 视频 和 音频 信号 处 理 中 的 应 用 。 

伴随 着 通信 和 领域 的 高 速 发 展 ， 语 音 和 图 像 处 理 及 其 相关 领域 也 正在 经 历 飞 速 发 
展 。 作 为 数字 信号 处 理 的 核心 技术 ，FFT 获得 了 广泛 的 应 用 。 因 此 ,无论 对 于 教师 
还 是 学 生 而 言 ， 都 迫切 需要 一 本 介绍 最 新 FFT 技术 的 专著 。 

本 书 对 FFT 的 重要 性 及 其 最 新 技术 提供 了 人 全面、 详尽 的 说 明 ， 并 且 采 用 了 
MATLAB 实例 和 课程 实践 这 样 的 新 颖 方式 ， 为 理解 各 类 FFT 技术 提供 帮助 。 

FFT 是 离散 傅 里 叶 变 换 (DET) HAREM, DET 是 在 数字 信号 处 理 领域 中 应 
用 最 广泛 的 离散 变换 。DFT 将 时 间 域 或 空间 域 的 数字 序列 映射 到 频率 域 。 从 最 初 
Cooley 和 Tukey 提出 的 DFT 方法 [4 到 后 来 其 他 研究 人 员 提 出 的 各 种 增强 和 改进 方 
ik, DFT 理论 的 发 展 激发 和 促进 了 其 在 各 类 学 科 中 的 广泛 应 用 和 飞速 发 展 。 目 前 已 
经 涌现 出 了 许多 独立 于 Cooley - Tukey 方法 的 算法 ， 如 素 因 子 (prime factor) 算法 、 
Ў Ж (split radix) 算法 、 向 量 基 (vector radix) 算法 、 分 裂 向 量 基 (split vector 
radix) 算法 、Winograd 傅 里 叶 变 换 及 整数 FFT。 本 书 将 重点 关注 多 种 FFT 算法 ， 
如 时 域 抽取 (decimation — in — time) FFT、 频 域 抽取 (decimation — in - frequency ) 
FFT、 整 数 FFT、 素 因子 DFT 等 。 

在 众多 应 用 中 ， 如 双 音 多 频 检 测 和 某 些 特定 的 模式 识别 ， 相 应 的 频谱 经 过 扭曲 
后 ， 非 均匀 地 分 布 在 某 一 区 域内 。 在 这 个 基本 概念 的 基础 上 ， 我 们 简要 介绍 了 非 均 
匀 离 散 傅 里 叶 变 换 (Nonuniform DFT, NDFT), ， 处 理 在 z 平 面 上 任意 间隔 采样 的 样 
本 。 相 应 地 ，DFT 对 应 于 z 平 面 上 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 上 的 等 间隔 采样 。 

许多 公司 都 提供 了 实现 FFT 的 程序 ， 以 及 类 似 卷 积 / 相 关 、 滤 波 、 频 谱 分 析 等 
基本 应 用 的 各 类 平台 。 并 且 许 多 通用 数字 信号 处 理 (DSP) 芯片 可 以 编程 实现 FFT 
和 其 他 离散 变换 。 

本 书 适 用 于 相关 研究 领域 内 的 本 科 高 年 级 学 生 和 研究 生 ， 以 及 教师 、 工 程 师 、 
科技 工作 者 和 其 他 自学 者 ， 有 助 于 读者 理解 各 类 FFT 算法 ， 并 将 其 直接 有 效 地 应 
用 于 各 自 的 领域 中 。 本 书 可 以 作为 教材 和 参考 书 ， 书 中 的 例题 、 习 题 和 课程 实践 均 
与 MATLAB 紧密 联系 ， 有 助 于 掌握 具体 概念 。 本 书 的 参考 文献 包括 了 相关 的 书籍 、 
综述 性 论文 、 应 用 列表 、 软 硬件 及 有 用 的 网 址 。 本 书 通 过 使 用 大 量 图 、 表 、 框 图 和 
图 像 为 读者 理解 快速 算法 的 概念 提供 了 直观 和 生动 的 资料 。 此 外 ， 本 书 还 提供 了 最 
新 的 MATLAB 的 命令 函数 和 程序 源 人 代码。 


原 书 前 言 V 





对 本 书 的 内 容 的 理解 不 需要 任何 关于 FFT 的 先 验 知识 。 本 书 适 用 于 任何 想 要 
T fit FFT 最 新 发 展 和 应 用 的 专业 技术 人 员 。 对 于 计划 在 本 领域 开展 工作 的 工程 技 
术 人 员 来 说 ， 无 论 其 目的 是 基本 实现 还 是 深入 研究 ， 本 书 都 是 一 本 极 好 的 参考 书 。 

这 里 本 书 的 作者 之 一 D.N. Kim 还 要 向 韩国 知识 经 济 部 (The Minstry of Knowl- 
edge Е (onomy) 国家 信息 通信 产业 振兴 院 ( National Information Technology (IT) 
Industry Promotion Agency, NIPA) 提供 的 IT 奖学金 项 目 致 谢 


本 书 结构 


第 1 章 介 绍 了 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 的 各 类 应 用 。 第 2 章 针 对 等 间隔 采样 信 
号 介绍 了 DFT 的 性 质 。 第 3 章 分 别 从 时 域 抽 取 (DIT) 和 频 域 抽取 (DIF) 的 角度 
对 快速 算法 进行 了 分 类 介绍 ， 并 基于 此 讲解 了 分 裂 基 算法 、Winograd 算法 等 。 第 4 
章 讲述 了 近似 计算 DFT 的 整数 FFT。 第 5 章 将 一 维 的 DFT 扩展 到 二 维 信号 和 和 多维 
信号 ， 介 绍 了 FFT 在 滤波 中 的 应 用 ， 包括 DFT 域 的 方差 分 布 等 内 容 ， 并 讲解 了 如 
何 使 用 DFT 矩阵 对 角 化 循环 矩阵 。 第 6 章 讲述 了 二 维 DFT 的 快速 算法 。 第 7 章 介 
绍 了 对 非 均 匀 步 长 采样 信号 进行 非 均 匀 离 散 傅 里 叶 变 换 (МОЕТ) 的 性 质 。 第 8 章 
给 出 大 量 FET 的 应 用 。 附 录 A 给 出 了 各 种 离散 变换 的 性 能 对 比 。 附 录 B 给 出 了 图 
像 质量 的 谱 距 离 测 量 。 附 录 C 介绍 了 整数 离散 余弦 变换 (Int DCT), MR D 介绍 
了 DCT (离散 余弦 变换 ) 和 DST (离散 正 疏 变换 )。 附 录 E 简要 介绍 了 克 罗 内 克 
(Kronecker) 乘积 及 可 分 离 性 。 附 录 下 详细 介绍 了 相关 的 数学 关系 式 。 附 录 G # H 
分 别 介绍 了 MATLAB 基础 知识 和 一 些 算法 的 MATLAB 实现 。 参 考 文献 包括 了 一 系 
列 参 考 书籍 、 综 述 性 论文 、 软 硬件 资料 和 相关 网 址 。 本 书 每 一 章 最 后 均 给 出 大 量 习 
题 和 课程 实践 。 
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字 视 频 广 播 标准 ， 简 称 地 面 无 线 

DVD Digital Video/Versatile Disc ”数字 视频 光盘 /数字 通用 光盘 

DWT Discrete Wavelet Transform ”离散 小 波 变换 

ECCTD ( Biennial) European Conference on Circuit Theory and Design 欧洲 电路 
理论 与 设计 (Е) 会 

EDN Electrical Design News 电气 设计 新 闻 

EECON Electrical Engineering Conference (of Thailand) (泰国 ) 电气 工程 
ай 

ЕЕС Electroencephalograph ” 脑 电 图 仪 

EKG Electrocardiograph, ， 又 写 为 ECG 心电图 仪 

EMC Electromagnetic Compatibility ( IEEE transactions on) (IEEE) 电磁 兼 
X QCH) 

EURASIP European Association for Signal Processing 欧洲 信号 处 理 协 会 

EUSIPCO European Signal Processing Conference 欧洲 信号 处 理会 议 

FAQ Frequently Asked Questions 常见 问题 

FCC The Federal Communications Commission (0) 联邦 通信 委员 会 

FFT Fast Fourier Transform ”快速 健 里 叶 变 换 

FIR Finite Impulse Response 有 限 脉冲 响应 

FMM Fast Multipole Method ”快速 多 极点 方法 

FPGA Field Programmable Gate Array 现场 可 编程 门 阵列 

FRAT Finite Radon Transform 有限 radon 变换 

FRExt Fidelity Range Extensions jm FEE 70 AID Je 

FRIT Finite Ridgelet Transform ABRAHAM 

FSK Frequency Shift Keying — Ji fe EET 

FTP File Transfer Protocol ”文件 传输 协议 

FUDCuT Fast Uniform Discrete Curvelet Transform ”快速 均匀 离散 曲 波 变换 

FxpFFT Fixed Point FFT 定点 FFT 

GDFHT Generalized Discrete Fourier Hartley Ttransform J X 25 ice; HI IH- ne T 
莱 变 换 

GDFT Generalized DFT 广义 DFT 

GLOBECOM (IEEE) Global Experiment Communications Conference IEEE 全 球 实 
验 电信 会 议 

GZS Geometrical Zonal Sampling 广义 区 域 采 样 

H. 263 指 一 种 通过 电话 线路 进行 视频 通信 的 编码 标准 








HDTV 
HPF 

HT 
HTTP 
HVS 

Hz 
IASTED 


IBM 


IC 


ICA 


ICASSP 


ICC 


ICCE 


ICCS 


ICECS 


ICIP 


ICME 


ICSPAT 


IDFT 


IEC 


IEEE 


IEICE 


IFFT 


IGF 
IJG 


High - Definition Television ”高清 电视 

High Pass Filter — 53H JE C at 

Hadamard Transform “哈达 玛 变换 

Hyper Text Transfer Protocol 超 文本 传输 协议 

Human Visual Sensitivity “人 类 视觉 敏感 度 

Hertz Cycles/sec, or Cycles/meter ”赫兹 ， 周 期 / 秒 ; 或 周期 / 米 

The International Association of Science And Technology for Development 
国际 科学 技术 开发 协会 

International Business Machines (38) FAN pg FE Baz Н] 

Integrated Circuit 集成 电路 

Independent Component Analysis ”独立 成 分 分 析 

(IEEE) International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Pro- 
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电路 与 系统 研讨 会 

ISCIT (IEEE) International Symposium on Communications and Information 
Technologies (IEEE) 国际 通信 与 信息 技术 研讨 会 
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ISPACS (IEEE International Symposium on) Intelligent Signal Processing and 
Communication Systems (IEEE) 国际 智能 信和 号 处 理 与 通信 系统 ( HF 
讨 会 ) 

IT Information Theory 信息 论 

JPEG Joint Photographic Experts Group ”联合 图 像 专 家 组 

JSAC Journal on Selected Areas in Communications (IEEE) (IEEE) 通信 
选 题 期 刊 

JTC Joint Technical Committee “联合 技术 委员 会 

KLT Karhunen - Loëve Transform RHAH, BAK K - L Ej 

LAN Local Area Networks ”局 域 网 

LC Low Complexity 5 253 

LMS Least Mean Square 最 小 均 方 

LO Lexicographic Ordering 字典 排序 

LPF Low Pass Filter ХК TE DE at 

LPM Log Polar Mapping “对 数 极 坐标 映射 

LPOS Left Point of Symmetry ДКА 

LS Least Square, lifting Scheme 最 小 二 次 方 ， 提 升 方案 

LSI Linear Shift linvariant ”线性 移 不 变 

LUT Look Up Tables X 

LW Long Window 长 窗 

MCM Multichannel Carrier Modulation 多 波段 载波 调制 

MD MiniDisc ”微型 碟 片 





MDCT 
MDST 
ML 
MLS 
MLT 
MMSE 
MoM 
MOPS 
MOS 
MOV 
MPEG 
MR 
MRI 
ms 


M/S 


MSB 
MUSICAM 





MUX 
MVP 
MWSCAS 








Modified Discrete Cosine Transform ”改进 离散 余弦 变换 

Modified Discrete Sine Transform ”改进 离散 正弦 变换 

Maximum likelihood/Multiplierless ”最 大 似 然 /无 乘法 

Maximum length Sequence 最 大 长 度 序列 

Modulated Iapped Transform 1 EAA H 

Minimum Mean Square Error 最 小 均 方 误差 

The Method of Moments #9 

Million Operations Per Second ” 百 万 次 运算 / 秒 

Mean Opinion Score 平均 主观 评分 

Model Output Variable 模型 输出 变量 

Moving Picture Experts Group ”运动 图 像 专 家 组 

Mixed Radix ”混合 

Magnetic Resonance Imaging 核磁 共振 成 像 

Millisecond 2%) 

Mid/Side, Middle and Side, or Sum and Difference “中 / 边 ， 或 求 和 
与 差分 

Most Significant Bit 最 高 有 效 位 

Masking Pattern Universal Subband Integrated Coding and Multiplexing 
(MPEG -1 Level 2, MP2) ”掩蔽 码 型 通用 子 带 综 合 编码 与 复 用 
(MPEG -1 Level 2, MP2) 

Multiplexer Ж {її 

Multimedia Video Processor 多 媒体 视频 处 理 髓 

Midwest Symposium on Circuits and Systems “中 西部 地 区 电路 与 系统 
研讨 会 

National Association of Broadcasters (32) 全 国 广播 工作 者 协会 
Nonbackward Compatible (With MPEG -1 Audio) 非 后 向 兼容 (A 
有 MPEG -1 音频 ) 

Noise -to - Mask Ratio ЁЁ} Et 

Nonnegative Matrix Factorization | dE fA XB [4 4 ff 

National Telecommunication Conference (38) 全 国 通信 会 议 
Optimum Coding in the Frequency Domain 频 域 最 佳 编 码 

Original Equipment Manufacturer 原始 设备 制造 商 

Orthogonal Frequency - Division Multiplexing ” 正 交 频 分 复 用 
Orthonormal Basis” 正 交 基 

Perceptual Audio Coder 感知 音频 编码 带 

Pattern Analysis and Machine Intelligence “模式 分 析 和 机 需 智能 
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PAPR Peak -to — Average Power Ratio 峰值 与 平均 功率 比 
PC Personal Computer 个 人 计算 机 
PCM Pulse Code Modulation ”脉冲 编码 调制 
PDPTA (International Conference on) Parallel and Distributed Processing Tech- 
niques and Applications 国际 并 行 与 分 布 式 处 理 技术 及 应 用 (AN) 
PE Perceptual Entropy 1 
PFA Prime Factor Algorithm ZATA 
PFM Prime Factor Map 219-797 
PoS Point of Symmetry “对 称 点 
PQF Polyphase Quadrature Filter 多 相 正 交 滤 波 器 
PR Perfect Reconstruction ”完美 重建 
PRNC Pseudorandom Number Generator (УВЕ 
P/S Parallel to Serial Converter 并 联 - 串联 转换 器 
PSF Point Spread Function SAH HERZ 
PSK Phase Shift Keying АН 
PSNR Peak -to -Peak Signal -to — Noise Ratio Ш -峰值 信 品 比 
QAM Quadrature Amplitude Modulation” 正 交 幅 度 调制 
QMF Quadrature Mirror Filter IE 22 ES 6 UE VK AE 
QPSK Quadrature Phase – Shift Keying IE 2040 2 ET 
RA JÉ Radon transform, Radon 变换 
RAM Random Access Memory ВЕЕТ 
RELP Residual Excited linear Prediction 余音 激励 线性 预测 
RF Radio Frequency 射频 
RFFT Real valued FFT ”实数 型 FFT 
RI Ridgelet transform КУ 
RMA Royal Military Academy (of Belgium) ( 比 ) 皇 家 陆军 军官 学 校 
RPI Rensselear Polytechnic Institute ( 美 ) 伦 塞 勒 理工 学 院 
RPOS Right Point of Symmetry 右 对 称 点 
R-S Reed Solomon ”里 德 所 罗 门 
RST Rotation, Scaling and Translation 旋转、 缩放 和 转变 
SDDS Sony Dynamic Digital Sound ”索尼 动态 数字 伴音 系统 
SEPXFM 指 Stereo – Entropy - Coded Perceptual Transform Coder Xr [Eig fi 
感知 变换 编码 顺 
SIAM Society for Industrial and Applied Mathematics ”工业 与 应 用 数学 学 会 
SiPS Signal Processing Systems ”信号 处 理 系 统 
SMPTE Society of Motion Picture and Television Engineers ”运动 图 像 与 电视 工 





SMR 
SNR 
SOPOT 
SP 

S/P 
SPIE 


SPS 
SR 
SS 
SSST 


STBC 
SW 
TDAC 
T/F 
UDFHT 


USC 
VCIP 


VCIR 
VLSI 
VSP 
WD 
WHT 
WLAN 
WMV 
WPMC 


程 师 学 会 

Signal -to - Mask Ratio {ЖШ 

Signal to Noise Ratio fri rr 

Sum - of - Powers -of - Two 2 ESAE RI 

Signal Processing ”信号 处 理 

Serial to Parallel Converter 串联 – Ж 

Society of Photo - optical and Instrumentation Engineers (35) 26^ Hü 
相 设备 工程 师 学 会 

Symmetric Periodic Sequence ”对 称 周期 序列 

Split Radix 分裂 基 

Spread Spectrum #1 

Southeastern Symposium on System Theory ( 美 ) 东 南部 地 区 系统 论 人 研 
WA 

Space - Time Block Code ” 空 时 分 组 码 

Short Window” 短 徐 

Time Domain Aliasing Cancellation I} QR +I 

Time -to - Frequency 时 域 — 频 域 

Unified Discrete Fourier - Hartley Transform 统一 离散 傅 里 叶 - 哈 特 
莱 变 换 

University of Southern California ( 美 ) 南 加 州 大 学 

(SPIE and IS&T) Visual Communications and Image Processing 
(SPIE 与 IS&T 主办 的 ) 国际 视觉 通信 与 图 像 处 理会 议 

Visual Communication and Image Representation 视觉 通信 与 图 像 表示 
Very large Scale Integration ”超大 规模 集成 电路 

Vector Signal Processor |] E [ri = АРХ 

Working Draft 工作 草案 

Walsh - Hadamard Transform КАКИЕ - 哈达 玛 变换 

Wireless LAN ”无线 局 域 网 

Window Media Video ”微软 操作 系统 的 视频 文件 格式 

International Symposium on Wireless Personal Multimedia Communica- 


tions ”国际 无 线 个 人 多 媒体 通信 研讨 会 
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快速 傅 里 叶 变 换 (Fast Fourier Transform, ЕЕТ) 31-7423) 是 离散 傅 里 叶 变 换 
(Discrete Fourier Transform, DFT) WARKA, РЕТ 是 数字 信和 号 处 理 领 域 中 应 
用 最 为 广泛 的 离散 变换 。DFT 将 一 个 序列 x(n) 映射 到 频率 域 。DFT 的 许多 性 质 都 
与 对 模拟 信号 进行 傅 里 叶 变换 的 性 质 相 同 。DFT 最 初 是 由 Cooley 和 Tukey! ^! 提出 
的 ， 后 续 的 许多 研究 人 员 对 其 进行 了 增强 和 改进 (其 中 有 不 少 是 针对 于 特定 的 软 
硬件 系统 ) DFT 的 发 展 激发 和 促进 了 其 在 各 类 学 科 中 获得 广泛 应 用 和 飞速 发 展 。 
目前 ， 已 经 涌现 了 许多 独立 于 Cooley - Tukey 方法 的 算法 ， 如 素 因 子 (prime factor) 
A35 [99.2]. RE (split radix) $1 58509.472.42] 、 向 量 基 (vector radix) Ж 
BEDA BD 、 分 裂 向 量 基 (split vector radix ) 算法 [SDS1,SR2,SR3] 、 Winograd 傅 里 叶 变 
换算 法 (WEFTA) -11 等。 许多 公司 在 各 自 的 平台 上 提供 了 实现 FFT 及 其 相关 
应 用 的 软件 ， 如 卷 积 /相关 、 滤 波 、 频 谱 分 析 等 。 并 且 ， 通 用 数字 信号 处 理 器 
(Digital Signal Processor, DSP) 心 片 可 以 编程 来 实现 КЕТ 和 其 他 离散 变换 。 

本 书 第 2 章 定 义 了 DFT 及 其 反 变 换 (PBB IDFT) ， 并 详细 讨论 了 它们 的 性 质 。 
之 后 介绍 了 与 之 相应 的 快速 算法 的 发 展 。 从 本 质 上 说 ，DFT 和 ШЕТ 的 快速 算法 是 
完全 相同 的 。DFT 是 复 运算 ， 具 有 正 交 性 和 可 分 性 。 正 是 由 于 其 所 具有 的 可 分 性 ， 
从 一 维 DFT/IDET 扩展 到 多 维 DFT/IDFT 十 分 简单 易 行 。 多 维 DFTVIDFT 可 以 通过 
使 用 一 系列 的 一 维 DFTAIDFT 实现 。 当 然 ， 在 具体 的 实现 中 采用 了 快速 算法 ， 以 减 
少 存储 、 计 算 的 复杂 度 和 有 限 字 长 运算 引起 的 舍 入 /截断 误差 。 对 于 实数 数据 序列 ， 
计算 复杂 度 可 进一步 降低 。 快 速算 法 的 其 他 优点 还 包括 递归 (意味 着 不 同 规模 的 
DFT 和 IDFT 可 使 用 同一 算法 实现 ) 和 模块 化 。 而 且 ， 通 过 对 不 同 算法 的 灵活 组 
合 ， 可 以 产生 最 优 的 方法 。 对 于 某 些 特定 算法 ， 无 需 借 助 一 维 算 法 也 可 以 直接 实现 
二 维 DFT/IDFT^?! 。 在 本 书 的 最 后 ， 给 出 了 大 量 算法 和 应 用 的 参考 文献 。 


1.1 离散 傅 里 时 变换 的 应 用 









































































































































离散 傅 里 时 变换 的 应 用 十 分 广泛 。 快 速 傅 里 叶 变 换 及 其 反 变 换 (FFT/IFFT) 
算法 (包括 硬件 和 软件 算法 ) 的 发 展 加 速 了 各 类 应 用 的 出 现 。 下 面 给 出 一 些 例 子 : 

© 阵列 天 线 分 析 

° 自 相关 和 互相 关 


。 信道 分 离 和 组 合 
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e Chirp Z 变换 
e 卷 积 
° 卷 积 信号 的 分 解 
е 心电图 和 脑 电脑 仪 ( Electrocardiograph 和 Electroencephalograph, EKG 和 
EEG) 的 信号 处 理 
° 滤波 器 库 
滤波 絮 模 拟 
科学 鉴定 学 
e° [S BC E 
© 图 像 分 形 编 码 
e 频 移 键 控 (Frequency Shift Keying, FSK) 解 调 
° 广义 频谱 和 同形 滤波 
° 抗 多 径 干 扰 
。 图 像 质量 度量 
区 | 


• 图 像 配 准 
































。 线性 预测 

e 最 小 均 方 (Least Mean Square, LMS) Hid VER AE 

e 通过 FFT 实现 MDCT/MDST ( 杜 比 AC -3 [音频 编码 器 ，5. 1 环绕 声 道 ]， 
DVD, MPEG -2 ААС [高 级 音频 编码 ], MPEG -4 音频 [ >64Kbit/s]) 

。 核磁 共振 成 像 

e 运动 预测 

。 多 路 载波 传输 

。 多 频率 检测 

• 多 时 间 序 列 分 析 及 滤波 

。 去 噪 滤波 

。 差分 方程 的 数值 求解 

e 正 交 频 分 复 用 ( Orthogonal Frequency - Division Multiplexing, OFDM) 调制 

e 光 信 号 处 理 

。 模式 识别 

。 基于 相位 相关 的 运动 预测 

e 医学 成 像 中 的 相位 相关 (Phase Only Correlation ，POC ) 

。 能 量 频 谱 分 析 

e 相 移 键 控 (Phase Shift Keying, PSK) 分 类 

音频 编码 的 心理 声学 模型 

雷达 信号 处 理 








信号 描述 和 辨别 

声 纳 信 号 处 理 

频谱 预测 

语音 加 密 

语音 信号 处 理 
语音 声 谱 图 

扩展 频谱 

表面 纹理 分 析 

视频 /图 像 压 缩 

水 印 

维 纳 滤波 ( 图像 去 品 ) 
二 维和 三 维 图 像 旋转 
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2.1 定义 





离散 传 里 叶 变 换 (ОЕТ) 及 其 反 变换 (ТРЕТ) 定义 如 下 。 
2.1.1 DEFT 


N-1 
XF(k) = Y x(n) wi k=0,1, ,.N-1 NN A DET AB (2.1a) 
n=0 
– )2т 
Wy =e [ N ) 


wie = exp [人 =P Nin ] 
Ж, x (n) 是 一 个 均匀 采样 序列 , п=0, 1, ++, N - 1; T HREM; Wy = 
exp( -j2m/N) Æ 1 AY N RAR; XP (k) 为 第 天 个 DFT ARM, E50, 1, =, N- 
l; 395-14 





2.1.2 IDFT 


N-1 
" 2 n n 20,1,,N -1 为 W 点 采样 数据 — (2. 1b) 
(wir) * =Wy"" =exp [(j2a/N)kn] е) = eos 0 + jsin0 
AP, Е "e" КАЯ НАА РЕТ 的 变换 对 可 以 使 用 下 式 表示 : 
x(n)eXt (k) (2. 2) 
X (2.1b) 中 的 归 一 化 因子 1⁄N 可 以 平均 分 配 在 DET ЯП ТОЕТ 中 (此 时 称 为 
归 一 化 DFT) ， 也 可 以 全 部 放 在 DFT 运算 中 。 


2.1.3 归 一 化 DFT 
正 变换 





XF(k) = У xy k=0,1,,N-1 (2. 3a) 
Nn 0 
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1 N-1 F E 
- 1 у хвору = 0,1, N-1 2.3b 
x(n) ТЭУ (hk) Wy n ( ) 
或 者 写 为 
正 变换 
XE = ГУ ер (= сти. k =0,1,,N-1 (24a) 
反 变 换 
N-1 . 
x(n) = > XF(k) exp (Bum) n 20,1,:,N -1 (2. 4b) 
PET) N 


式 (2.1). (3). | 中 定义 的 DFT/IDFT 是 等 价 的 。 为 保持 一 
致 性 ， 我 们 使 用 式 (2.1) 的 形式 ， 








DFT X'(k) = M - jsin zmen] k=0,1,.…,N-1 


n=0 


(2. 5a) 


n=0,1,°:-,N-1 





i 2mkn |... 2mkn 
IDFT x(n) = LAH) [es T 4 isin “Т; | 
(2. 5b) 
x (n) 和 XI(E) 均 为 长 度 为 NN 的 序列 。 
a(n) =[x(0),x(1),…,x(N-1)]” N 点 数据 向 量 
(Nx1) 
X'(k) 2CXF(0),XF (1) ,--,X(N-1)]T. N 点 DFT 向 量 
(Nx1) 


N 
k _ ykmod N 
wk = wk 


Wy = exp (рт) 1 85 МУКА 


0, kmod N = kmodulo N, RIR (k/N) 的 余数 。 例 如 ，23mod 5 =3 (因为 他 = 


442), XH EST SERERE, 


5 
YU, = 0。 所 有 N 个 根 均 匀 分 布 在 以 
原点 为 中 心 的 单位 圆 上 ， 即 工 的 w 个 根 之 和 为 


7 
0, ШУ = 0( 见 图 2.1)。 一 般 情况 下 ， 当 


k=0 





p 为 整数 时 有 Y wee = №(р) 2.1 1 的 8 个 根 均匀 分 布 在 z 
eS = 平面 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 上 
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下 面 讨论 Z 变换 与 DFT 的 关系 。 
2.2 Z 变换 


N-1 
X(z) = > s(n)r^ (2. 6a) 
n=0 
令 人 = 为 采样 速率 〈 单 位 为 每 秒 采样 点 数 )， 或 者 了 = 广 ， 即 采样 间隔 (单位 为 
s) ， 则 
N-1 А 
X(T) = У x(n) exp з (2.6Ь) 
n=0 f. 
此 式 表 示 X(z) 在 z 平 面 以 原点 为 中 心 的 单位 加 上 的 取 值 。 


通过 对 单位 圆 进行 等 间隔 采样 ， 式 (2. 6b) 可 表示 为 
N-1 . 
X'(k) = Y. х(п)ехр | sJ k=0,1,.,N-1 (2.7) 
n=0 N 
zs БЕД 


x(n) 的 DET 实际 上 是 s (n) 0 Z 变换 在 单位 加 上 的 等 间隔 采样 (I 2. 3) 
XF(k) 表示 |x(n) ERRA f 2 kf /N 时 的 DFT, k=0, 1, =, N-1, 需要 注 
意 的 是 ， 由 于 存在 频率 混 郑 ， 因 此 x(n) 的 最 高 频率 系数 为 Ar (27), meh. m 


11, "N-100, T-1ps Hf, f, =1MHz， 频 域 分 辩 率 万 为 104*Hz， 最 高 频率 分 量 为 
0. 5MHz ( 见 图 2.2~ 图 2.4)。 








eC) AC 
Xf)=F 00] 
=XNILO) 0 f -0.5MHz 0| 0.5MHz f 
AE 偶 函 数 
Ө(-7)=-0(7) 
Өө) 
[DFT (x (и) ] -X (4) 
BORSE 
频 域 分 辩 率 为 


(2. 8) 
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NIF, TQ = NT， 为 记录 长 度 。 对 于 一 个 给 定 的 Y， 可 以 看 出 频 域 分 辩 率 矿 和 时 域 
分 辨 率 了 之 间 具 有 反比 的 关系 。 需 要 注意 的 是 ，x(z) 可 以 是 空间 均匀 采样 序列 ， 


此 时 了 的 单位 为 m, 大 = 亏 表 示 每 米 采样 点 的 个 数 。 


DFT 的 周期 性 如 图 2.3 所 示 。 当 我 们 追踪 z 平面 单位 圆 上 的 等 间隔 采样 点 
XT(k) 时 ， 每 绕 单位 圆 一 周 ，DFT 都 会 循环 一 次 。 因 此 





jim 
以 原点 为 中 | fA е1®Т—е12л/%, 
心 的 单位 圆 3 cjor = 平面 










=1/T 
T= lus ^ 


= 时 域 分 辩 率 ( 单位 为 S) 
f= UT= 106Hz 


= 频 域 分 辩 率 ( 单位 为 
fo=fs/N 


Uo, X1, X2 , X3, X4 , *** Хов, Хдо} 
(XE, XE XE, XH и, xl 


b) 
图 2.3 x(z) 的 DFT 为 x(z) 的 2 变换 在 z 平 面 单位 圆 上 的 等 间隔 采样 及 
T=1ps, N 2100 时 的 实例 

a) x(n) 的 DFT 为 x(n) 的 Z 变 换 在 z 平 面 单位 贺 上 的 等 间隔 采样 

b) `4T=lus, N=100 时 的 实例 
XF(k) =X" (k & IN) (2. 9a) 

IUP, 1 为 整数 。DFT 假设 x(n) 也 以 N 为 周期 ， 即 

x(n) =x(n +1 N) (2.9b) 
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图 2.4 给 出 了 一 个 具体 的 例子 。 对 于 图 2. 5a 所 示 的 一 个 信号 x (n), Ж Ж 
特性 如 图 2. 5b 所 示 。 
N= 100. T-1yus = 时 域 分 辩 率 . =I MHz 


СРЕ“. 











x(0) x(1) x (2) х (98) x (99) 
(N РЕТ) 
2X104Hz dc 
dc 104Hz 0.5MHz 98 99 100 
XRA m 0—4 | | 
k— 0 T 2 3 N/2 N-2N-1 N 
4 
2x10 104 0 
— fo -一 Hz Hz Hz 
0 fo 2fo 3fo £2 Ís 
-fpl 1 - 
М 40> NT = 1000 8 0 Hz = BORA I 
频率 频率 
增加 减少 
dc 4,2 dc 


图 2.4 x(n) 的 最 高 频率 为 X(N/2)( 即 f=f./2) 


x (n) 





T, 2207, (i (0) ,--- x (19)) 


序列 

a) 
50 
40 
= 30 
> 20 
10 

0 5 10 20 30 40 50 60 70 80 9 95 100 k 

nd AD a . 

幅度 谱 

b) 





图 2.5 wi(n) 的 最 高 频率 为 XY(N/2)， 是 当 f=f./2 时 ， 
而 不 是 /= 人 时 ， 原因 是 频率 泥 琶 ( 见 图 2.2) 
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. (2T ы gm 
x (n) = Sin (Fn |= sin о) n -20,1,:---, N-1 N z100 


T,-20T-20us ”记录 长 度 Ty -NT-100us 


A а 5 
f.=1⁄/T=1MH; fo = ү 7199 ME? Л = fo =j00MHz 
É -sof = lun 


st (2.1) 以 求 和 形式 表示 的 DFT/IDFT 也 可 以 用 向 量 和 矩阵 相 乘 的 形式 表 
ik, Вр 

















[X* (k) ] = ГЕ (п) ] (2. 10a) 
RP, [FP] (Nx N) DFT EE, А6 (2.11), 
列 行 
k 
п) 1 2 --m-N-1 | 
Г XF(0) С «(0) 0 
XF(1) x(1) l 
Ww : : 
хее) | |(n, k=0, 1, =, N-1) | x(n) 
LX CN ad) Lx(N-1)1] (N-1) 
(Nx1) (N x N) (Nx1) 
IDFT [z(n)] = LF] * LX C) ] (2. 10b) 
5 fT 
k—-0 1 2 --R-N-1 | 
| «(0) | x'(0) 0 
x(1) XF(1) l 
: 1| Wa” : : 
x(n) | М (п, k=0,1,-, N-1) | хе) " 
Lx(N-1) [x (Wei) (N-1) 
(Nx1) (NxN) (Nx1) 


(Мх №) DFT 矩阵 [下] 为 


10 快速 倩 里 叶 变 换 : 算法 与 应 用 








列 0 1 Qe ne (N-1) 行 
一 
[WOW Wy cn WS 0 
Wy Wy Wy 0 Wy 1 
(NxN) ` Ë { i 
о, we wi ms poen k 
| yin waved wi Wi Dorn UN -T1) 
DFT 和 矩阵 (2.11) 


ш а [1] 为 CN x N) 单 位 矩阵 


[F] 中 的 每 一 行 都 是 一 个 基 向 量 (Basis Vector, BV), [F] 中 第 7/ 行 第 天 列 的 元 
BAW, 其中, 1, 5=0,，1，…，N-1。 由 于 了 =exp (-j2mN) BIW N IK 
根 ， 因 此 在 [F] By toc, RAN SCR EAA, BIWA = wee NS oig 
过 观察 DFT 矩阵 可 以 得 到 如 下 结论 : 

(1) [F] 是 对 称 的 ， 即 [fF] =[F]". 

(2) [F] 是 酉 矩阵 ， 即 [FL 了 ”=NEAN]。 其 中 ，[] 为 (NxN) 的 单位 
ARIA 


0 
1 : - 1 I Те 
LF] aset ГЕ] EF]! = Ly] = .， 为 单位 矩阵 
х 
1 
(2.12) 
ИШ, (8x8) DFT HERE IIE (EIA W =W; = exp ( —]2т/8)) 
列 0 1 2 3 4 5 6 7 Í 
= | 
r1 1 1 1 1 1 1 1 0 
1 W y? W: -1 -W = -| 1 
1 Ww? -1 -W? 1 Ww? -1 -W| 2 
i "m —W w -1 -了 Ww -W | 3 
(2.13) 
Г =1 1 =] =] 1 -1 | 4 
I. -W W^. =f -1 W -W P 5 
1 -W -1 12 1 -W? -1 W? 6 
[1 mJ] Y y -1 WN y? W 7 
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注意 到 WN? = -1, W4 = -j, H > Wi = 0 为 所 有 NN 个 相 异 根 的 和 。 这 些 根 均 
匀 分 布 在 z 平 面 以 原点 为 中 ， 的 单位 圆 上 (SLA 2.3). 


2.3 DFT 的 性 质 


根据 定义 ，DFT 有 以 下 性 质 
1. 线性 
AE x, (n) eX] (A) All xy (n) «ХУ (k), Dl 
[aixi (п) + ах (n) Je a4 XT (k) a5 X5 (k) ] (2. 14) 
CUP a, 和 as 均 为 常数 。 
2. Я XE 
对 于 NN 点 DFT, 当 ww(n) 为 实 序列 时 ， 有 


(а) (Z-a) е a (2.15) 


这 说 明 X* (0) AX" (N/2) J J SCC, PE XP (5 用 极 坐标 形式 表示 , 即 系 (下 ) = 
[XF (Kk) lexp [j@(k)], WR. ТЕЙЛЕЙ XF (KR) | 对 于 是 关于 M2 ИҢ АЖ, Ө(®) 
对 于 是 关于 N/2 的 奇 函数 ( 见 图 2.4) XE |X (hk) | A OK) AHP HE HS 
和 相位 谱 。 在 w 个 DFT 系数 中 , 仅 有 (N/2) +1 个 系数 是 独立 的 。|X" (k) P 7g 
功率 谱 , 有 =0，1，…，N- 1。 功率 谱 在 频 域 是 关于 N/2 对 称 的 偶 函 数 ( 见 图 
2.6), 























x (7 十 k) = Sn) wHo 


n=0 


(A g k)= [È 09002-9] ` У Wwf) = x (5 +k] 


n=0 n=0 





HF Wi? = exp(= ET x)= en =-1,(W3"™)* = We 





N-1 N-1 
Х'(0) = Y x(n),de 系数 TÈ aln) :a(n) 的 均值 
п=0 n=0 


| ( 5 х(л) 为 实 序列 ) 
Рай Z 


XEO) XFL) XFQ) A-D xtd XE ye XF(N-2)- XF(N-1) 
ES / 


FEHER 
图 2.6 x(n) 为 实 序列 时 的 相位 谱 和 幅度 谱 
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(0) 
幅度 谱 ( 离散 ) 
0 1 2 3 i Ly и 
$54 > 511 N-2 N-1 М 
dc 一 fo | 一 
O(k) 
相位 谱 ( 离散 ) 
0 1 2 3 | N 
y— 1—1 | 
P H + N-2 N-1 de 


| 

| 

| 

| 
— 
| 


| 
| 
| 
рем T 


A= rr Bi 





图 2.6 x(n) 为 实 序列 时 的 相位 谱 和 幅度 谱 ( 续 ) 
N- 


1 | N-1 
N ny n 
(х) = Cen) Wy = 2 s(n) (- 1) 


п = 





图 2.7 给 出 了 ， 当 x(n) XITA, XP (Ck) ET k= NZ2 的 奇偶 特性 
3. 帕 斯 瓦尔 定理 


该 定理 对 于 所 有 西 变换 都 成 立 。 


N-1 1 N-1 : 
У х(п)х* (n) = к OT (k) (2. 16a) 
n=0 г=0 

序列 1x(n)| 的 能 量 在 DFT 域 保 持 不 变 。 

WEBB. 

N-1 N-1 1 N-1 N-1 

У ixi) P = У, х(п)х* (n) = NWO” (n) EX (k) Wy 

n=0 n=0 n=0 k=0 


1 N-1 N-1 1 N-1 N-1 
= y AT UO) Xs (n) Ру = r 2 XO) ( (пуу) 
k=0 n=0 k=0 n=0 
es = 
= 2X4 ЕХ (k) = a У, |де) Ë 
k=0 


k=0 


(2. 16b) 
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3 
o 
+ 





序列 x (п) 


实 序列 (N=32) 


x (n) 





0 5 10 15 20 25 30 n 


XFO 的 幅度 谱 (DFT) 


N=16 时 的 偶 函 数 


ГХК) | 





0 5 10 151! 20 25 30 大 


Ө (k)/rad 


N=16 时 的 奇 函 数 





图 2.7 当 x(n) 是 实 序列 时 ,XY(k) 在 k=N/2 处 的 奇偶 特性 
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4. 循环 移 位 
给 定 x (п) X" (k), MI 
x(n € h) ext (k) W7” (2.17) 
RP, x(n +h) 表示 在 时 域 向 左 循环 移 位 个 采样 间隔 ， 即 osi] Cn war 
Kh 42 1 XN 1X9 531 91 _1) o 
ПЕНЯ. 
由 于 


N+h-1 
> (т) W3: = Xr CR) k 20,1,*4,N -1 


m=h 


所 以 
N-1 


DFT[x(n + А) | = У, x(n + h) War 使 m =n +h 
п=0 


N«h-1 


= (У xin) )w; 


mah 
sd (Wy (2.18) 
KHA | Wy | =1， 所 以 原 序 列 的 ОЕТ 和 循环 移 位 后 序列 的 DET 仅 相 位 是 相关 的 。 
对 一 个 序列 进行 循环 移 位 操作 ， 其 幅度 谱 和 功率 谱 均 保持 不 变 。 


5. [so exp (Pa) DFT 








: N-I N-1 
DFT [+(n) exp( 21") | = Y (a(n) Wy) Wy = P x(n) WE?" = XP Ck - h) 


n=0 n=0 


(2.19) 
BUPX'() = У 1 (п) WH, k=0, 1, =, N-1, Bb, ХЕБА) XF (k)#E 
频 域 循环 移 位 h 个 采样 间隔 的 结果 。 对 于 =N/2 的 特殊 情况 ， 有 

DET [s(n) exp F 2n] -DFT[( -1)"x(n)], еі" Z( — 1)" 

= DFT[x(0), -x(1),x(2), -x(3) .x(4) ,-, C 1) Y "x(N -1)] 

=X'(k- 1) (2.20) 
WP, {x(0), (1), (2), =, x(N-1)} 为 原始 点 序列 。 

在 离散 的 频谱 中 ， 直 流 分 量 现 在 移动 到 了 中 点 ( 见 图 2.8)。 在 中 点 的 左右 两 
边 ， 频 率 均 随 着 与 中 点 距离 的 增加 而 增加 (考虑 正 频率 和 负 频 率 ) 。 

6. 置换 序列 的 DFT BH 

{х(рп) | e(X (gk) Ozp,qxN-I (2. 21) 
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现 置 换 序列 x(n)， 使 用 pn modulo N Ё п. ЖН, OpN-1 HR p Aj NH. 
质 的 整数 。 则 x(pn) BJ РЕТ 为 


N-1 
AF(k) = У, x(pn) w™ (2.22) 
n=0 
de 
频率 增加 «———9 ”频率 增加 
/一 一 一 一 | 一 人 一 
ху хб) XF(N-1) XF(0) XF(1) ХХ) 


а К 

> A= — fo | 一 So= NF 

到 2.8 [(-1)"x(n) 1 DFT, de 系数 在 中 心 位 置 ， 
频率 沿 远离 中 心 的 左右 方向 增加 



































4 айй b BR 之 外 没有 其 他 公共 因子 ， 则 称 a Gb BI, Mla, Б) =1 表示。 
由 于 (p, № =1， 因 此 可 以 找到 一 个 整数 gq, 使 得 0<qg<N-1 Н др= (lmodulo N) 
(详细 内 容 参 见习 题 2.21 (a) ) 。 如 果 用 qn modulo N (6 n, Wise (2.22) 保持 不 
变 。 于 是 有 

















N-1 

AF(k) = У x(pqn) wnt! 
n=0 
N-1 


= > x(aNn + n) W": HF qp = (1 modulo №), Я qp = aN +1 


n=0 
N-1 
= X x(n) wr) = XF(ak) x(n) 为 式 (2.9b) 给 出 的 周期 形式 
п=0 
(2. 23) 
AP, a 为 整数 。 
【 例 2.1】 当 N=8 时 , p= 13,5, 7}。p=3 时 g=3, p=5 时 g=5, p=7 
时 g=7。 当 p=3 时 , pn = 10,3,6,1,4,7,2, 5)。 由 于 p=g=3， 因 此 当 
n=k 时 pn=gqk。 当 p=5 时 , pn= {0, 5, 2, 4, 7, 1, 6, 3}. 4 р=7 Ж, pn = 
(0, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 11. 
【 例 2.2】 令 N=8、p=3, 则 有 g=3。 令 x (n) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7}, W 
A"(K)=X'(qk) =1X"(0),XV"(3),X'(6),X"(1),X"(4),X'(7),X"(2),X'(5)] 
则 有 





a(n) = [АР(Е) 1 N #8 IDET 
10, 3, 6, 1, 4, 7, 2, 5} =x (pn) 
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2.4 EREHE 


对 两 个 周期 序列 在 空域 /时 域 进行 循环 卷 积 相当 于 两 者 在 DFT SAAR, < х 
(n) 和 y(n) 为 两 个 周期 为 N 的 实 序 列 。 则 它们 的 循环 卷 积 ; 


N-1 
Zeon (M) = y Уу х(п)у(т = n) m -0,1,-.,N -1 
n=0 


= x(n) * y(n) (2. 24a) 
在 DFT 域 ， 这 相当 于 
Zt) = X (k) YP (b) (2. 24b) 
WP, x(n)eXxt'(k), y(n) SY (k), 2,„(т) OZ" (k) 
WEBB: z (m) у РЕТ 为 


N-1 1 N-1 
У [w X00 _ n) vy 
N 


-1 N-1 
1 пк m-n 
= y 2, s(n) WH 2, y(m - n) Wy JÉ 


0 m=0 


1 
= LY (k) YE (b) 
1 
IDFT | Lar a) ao 区 本， 


如 果 和 希望 使 用 DFT 得 到 非 循 环 或 非 周 期 卷 积 的 结果 ， 则 两 个 序列 x(n) 和 y(n) 
必须 通过 补 零 进行 扩展 。 尽 管 通过 DFT 相 乘 仍然 实现 的 是 循环 卷 积 ， 但 此 时 所 得 
结果 的 一 个 周期 与 非 循环 卷 积 是 相同 的 〈 见 图 2.9) 。 这 一 结论 具体 说 明 如 下 : 

Е M APS x(n) = (хо, xi, сз, ху} 和 工 点 序列 |y(n)| = lyon, 
…,yr_1| ， 下 面 求 两 者 的 循环 卷 积 。 

(1) 在 序列 x(n) 末 尾 补 N -WW 个 零 ,， 即 {x (п) | = |xo, xp, …，Xy_1,0， 
0, =, 0}, HWE NSM+L-1, 

(2) 在 序列 y(z) 末 尾 补 N - 工 个 零 ， 即 1y (п) | 21yo, Y, cs у 0, 0, 

，0| 。 
(3) Xix (п) BEAT NR DFT 4921 { XP (4) |, #=0, 1, =, N-1, 
(4) у, (п) |ЖЖ (3) 得 到 | YT (А) |, k=0, 1, =, N- 1, 




















(5) BOXER) VE OE) PERCHE CQ YE CR), =O. dose Aud: 
(6) IAE UO) YE CO IER: N Ë IDET A80 a (m), m=0, 1, =, N- 1, H 
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对 序列 N2=M+L-1 

n70,1,---M-1 хх XM 4,007750 
x (n) 在 后 面 增加 长 为 N NE XE(k) 
Xo, X1,***XM-1 NM 个 零 xe(n) DFT 
FFT 
匹配 DFT 系数 的 乘法 

工 长 序列 

n70,1,-., 1-1 


Mn) 
Уу, Ур Уг 


x (n) ЖП y (и) 的 
非 周 期 卷 积 














图 2.9 基于 DFTZIDFT 的 非 周 期 卷 积 ,x。(n) Ally, (n) 是 补 零 扩 展 后 的 序列 


为 x(n) 和 y(n) 的 非 周 期 卷 积 。 














WERE | XE CE) | AY YE CI) | 分别 是 扩展 序列 |x,(n)| 和 {y(n)1 的 NN 点 DFT, 
【 例 2.3】 周期 和 非 周期 ( 见 图 2. 10) 
两 个 序列 |x(n) | A] y(n) 的 离散 卷 积 ; 


] N=1 
Zeon Cm) = ay em y(n -n) 


x(n) n 20,1,---,M-1 
y(n) n 0,1,---,L-1 
Zo (m) m=0,1,…,N-1 
下 面 的 例子 对 此 进行 了 说 明 。 
[012.4] 
身 进 行 卷 积 。 


(N=L+M-1) 


1 1 1 1 
«| | | | 


x(0) x(1) x(2) x(3) 
1 1 1 1 


| | | | <— {x(-n)} Zeon(m) = ЖОС - n) 
x(3) x(2) x(1) x(0) 










显然 ， 所 有 的 DET IDET 均 可 通过 快速 算法 实现 ( 见 本 书 第 3 BE), T 


SS. a 
ГЕ 5, 


^ х(п) 3711,1, 1, 1} n20, 1, 2, 3, BI L-4, х (п) УЕН 
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Ba Ox EAER 


= [Zox (T) хо(1-т)ат 


x (0 xxt) 
A 
А 
0 T t 0 to t 0 ttt. t 
a) 
xp (Ü) 
4i 
0 1 Т Ttt» t 


Хур (O 是 以 周期 7 重复 x1(?) WA, HT ft b. 


Хәр (A) 的 情况 相似 
Хәр) 
4 
0 ty T T+to t 
[xip(D*#x2P (D] 


FAY o (Ox (D), 34 T>) 


0 titta T T+t\+t t 


b) 
图 2.10 JEA PRK х, (0) 5 x, (0 的 卷 积 与 它们 各 自 组 成 的 同 周期 函数 的 
周期 卷 积 结果 相同 
а) x, (1) A x (ti 的 非 周期 卷 积 b) xip(t) 和 wop(t) 的 周期 卷 积 
































7 
zcon (0) = Y х(п)х(- n) 
n=0 


(1) 保持 |x(n)| 不 变 。 
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(2) 将 1y7(nz)} 关 于 0 点 反 转 ， 得 1y( -n)|。 
(3) 令 x(nz) 和 7y(-m) 相 乘 ， 然 后 对 结果 求 和 。 





(4) 将 17( =-z)} 右 移 一 个 采样 间隔 , 令 x*(n) My -7z) 相 乘 ， 然 后 对 结 
求 和 。 
(5) 将 1y( =-z)1 右 移 两 个 采样 间隔 ， 相 乘 并 求 和 。 


将 
将 1y( -n)| 右 移 三 个 采样 间隔 ， 相 乘 并 求 和 。 以 此 类 推 。 
x(0) x(1) x(2) x(3) 
> | | || 





(6) 





| | | | =——{х(1-п)} 
x(3) x(2) x(1) x(0) 


1 7 
200) = y 2 s(n)s(1 -= n) 


x(0) x(1) x(2) x(3) 


(x(n)] — 
ME 


| | | | Sa - n) | 
x(3) x(2) x(1) x(0) 


7 
za (3) = р È a(n)a(2 — n) 


x(0) x(1) x(2) x(3) 
Td dg. 


| | | | <— {x(3 - п) | 
x(3) x(2) x(1) x(0) 


1 < 
= >= x(n)x(3 - n) 
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x(0) x(1) x(2) x(3) 
— || || 


|| Q [etiem 
x(3) x(2) x(1) x(0) 


(x(n)] — 
MEE 


|| d bete» 
НОЮ 


65) = EE a(S - n) 
22 
8 


[x(n)] — 
Ld d d 


| | Í “а= 
x(3) x(2) x(1) x(0) 
7 
zas(6) = gp а(п)а(6 - n) 
NS 
8 


x(0) x(1) x(2) x(3) 
” | | | | 


| | | | —— ix(7 -n)| 
x(3) x(2) x(1) x(0) 
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za) = FY нн -п) = 0 


Zo (m) 20 m >7#lm < (-1) 
4 


— 
Ww 


— 








0 5 
#fuEp| 3 HARRIET AEAF, ILIA HEURE, WT 
过 DFT/IDFT 实现 非 周 期 卷 积 ， 首 先 需 在 lx(m 站 | ,7=0，1，…，, 上 -1 和 {y(n)|}， 
п=0, 1, +, M -1 末尾 补 零 扩 展 到 长 度 W>M+ZL-1 ( 见 图 2.9)。 


2.4.1 乘积 定理 


两 个 周期 序列 在 时 域 /空域 的 乘积 相当 于 在 DFT 域 进行 循环 卷 积 (见习 题 
2.16), 





3 
E ; 
8 con) => 
4 
这 是 
n- 


2.5 相关 性 定理 


和 ms HE HLF FERE DU GERE ( 见 图 2. 11) 。 两 个 实 周期 序列 


х(п) 123 0 0 1 1773/83000 

y(m - n) у(т + n) 

m=0 H 0 0 3 2 [L 2 з 0 0] m=0 

m=1 2 1 3 2 3 1 m=1 

m-2 3 2 1 3 12 mz2 

m=3 Bert. eal 123 -m=3=3+N=-2 
m=4 3:222 1 1 2 3 m=4=4+N=-l 


200107) 1 4 10 12 9 125 3 Zcor (m) 
x=[ 13] 


371253 =хсот(у, х) 
绕 回 
N=1 N-1 
Asl) = XY: шутл) Feo) = у E syn) 
m=0,1,..., N-1 
2500 =L YF YF 20.00 = L xF YF) 
N N 
通过 DFT 相 乘 实现 循环 卷 通过 DFT 相 乘 实现 循环 相关 得 
积 得 到 非 周期 卷 积 到 非 周期 相关 


2.11 卷 积 定理 与 相关 性 定理 的 关系 
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nsn) = Est (nm)y(m+n) aC Э 


aL acus) m-0,l,-N-1 — (2.253) 
N n=0 
这 个 过 程 与 离散 卷 积 类 似 ， 区 别 在 于 1y(n)| 没有 进行 反 转 。 在 DET 域 式 (2. 25a) 
等 同 于 
Zt) «XT (Y! (A) BEBE ZI (Б) eX (YQ) (2. 25b) 
证 明 : 


N-I N-1 
za, (m) 的 DFT 是 * [- 7 «(п)у(т + n) |4 
т =0 п=0 


m N-1 
= — > x(n) Wy" Y (m + n) Wyre 使 m +n = 1 
( 0 


N х m= 
1 N-1 N-1+n 
= y On Ws У, y(1) Wy 
а=0 l=n 





= GOYO — RH au On Zilk) 





与 卷 积 的 情形 一 样 ， 若 要 通过 DFT/IDFT 获得 非 循环 ( 非 周 期 ) 相关 ， 
fx(n)| 和 |y(n)1 都 需要 通过 补 零 扩展 到 N=M+L-1 (M 和 工分 别 是 1x(n)| 和 
1y(n) 1 的 长 度 )。 尽 管 此 时 得 到 的 结果 为 循环 相关 ， 但 它 在 一 个 周期 内 和 非 循 环 相 
关 的 结果 是 一 样 的 。 

通过 对 图 2. 9 所 示 框 图 中 的 X" (Ck) Bese 00, AEA [Вел A dS 
关 的 计算 。 

















IDET [AP E Y (H) |н) (2.26) 
相关 算法 表述 如 下 : 
给 定 M 点 序列 |x(n)| = ER X1, 777, Xy al AL PZ | y(n) | = Уо» y» 


rado КЖ SUJETOS: 
(1) 在 序列 x(n) KjS4FN - M AE, FB (x(n) | = іх, xp, cns ху 0, 
0,0, =, Of, НЕ N=M+L-1。 
(2) 在 序列 y(n) Же N - L 4-2, 得 到 |y。(z) | = | Yo» О Р 0, 
0, ө, 0l, 
(3) |х, (n) HET; NOR DET, &&|XE(k)], k=0, 1, =, N- 1. 
(4) |у, (п) BAAR (3), &1YTL(K)], k=0, 1, =, N-1, 


(5) SEXP (55 YE (E) AUR, BRAX OYEG), Е=0, 1, =, N- l. 
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(6) РОО Е IDFT, 得 到 za (mM), m=0, 1, с, N- 


1， 即 |x(n)| 和 |y(n)| 的 非 周 期 相关 。 

(7) H -F`4€0=m=<N-1 时 ,zw(m) 是 不 同时 延 下 的 相关 值 。 其 中 ， 正 时 延 
和 仙 时 延 以 一 种 环绕 的 方式 存储 。 可 以 采用 以 下 方法 获得 z(m)。 当 Mz=L、N=M 
+ 了 -1 时 ， 有 


z(m) =z. (m) OzmzL-1 
(2. 27) 
z(m-N)zz,(m) M=<m=<N-1 
[6012.5] ЖАМ eln) 211, 2, 3, 1} 和 工 点 序列 |y(n)} = 11, 
1，3|}， 计 算 两 者 的 非 周期 相关 。 
Xe(n) 2 3 
1 1 




















Vel”) 
1 1 
| | Ф - 2 
0 5 n 
(K-1) (N-1) 
Nz, (m) 12 
7 8 
3 4 
1 
0 5 m 
(N-1) 
Nz(m) 12 
8 7 
T 3 
[| | 
| 
-3 0 2 m 


(1) Æ x(n) ЖЕЖ М-М 4-2, f81x,(n)] 211, 2, 3, 1, 0, 0}, He 
N=L+M-1, 

(2) d£ y(n) ЖЕЖ М-М, Bly.(n)} =] 

(3) XF ix, (n) | BEAT МА DFT, 74 {XE (k)}, &=0, 1, +, N-1, 

(4) XH y, (n) | BBR (3), BlyF Ca) |, k=0, 1, =, N- 1, 

(5) ЖА (k) YE (Ek). MR, 4 XE (E) Y' (E) , k=0, 1, =, N-1, 

(6) WI XP" (Kk) YE(k) | BEAT N A ШЕТ, 19 1х (п) | All} y(n) 1 的 非 周期 相关 N 
[za (m)] 2112, 7, 3, 1, 4, 8], 

(7) H-F`40=m=6 时 , z, (m) EAA KAW ABE fF ZR, nr LL s 
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x (2.27) 188] N{z(m)} 211, 4, 8, 12, 7, 3}, -2=m=s3, 
[5602.6] 利用 MATLAB 实现 例 2.5。 











x= [1231]; 

y= [113]; 

x e= [123100]; % (1) 

y_e= [113000]; % (2) 

Z=conj (fft (х e)) . *fft (y. e); % (5) 

z - ifft (Z) % (6) [1273148] 
将 上 述 结果 环绕 存储 ， 可 以 得 到 下 列 与 非 周期 相关 一 致 的 结果 。 
хсот (y, x) % [148127 3] 





2.6 ZAMEZA 


两 个 序列 在 时 域 /空域 的 循环 卷 积 相当 于 两 者 在 DFT 域 相 乘 。 正 如 2. 3 节 所 
述 ， 为 了 利用 DFT 计算 非 周期 卷 积 ， 两 个 序列 都 必须 补 零 。 
2.6.1 #19705 

当 无 限 长 的 输入 序列 (n) 与 一 个 有 限 长 单位 脉冲 响应 滤波 器 y(n) 进行 卷 积 
时 ， 首 先 需要 将 待 滤波 的 输入 序列 分 段 成 * (n) ， 滤 波 后 的 各 个 分 段 > (m) 将 会 以 
适当 的 方式 组 合 在 一 起 获得 最 终结 果 。 令 输入 序列 第 个 分 段 为 (nm) ， 单 位 脉冲 
响应 y(n) = [s уз р, 第 了 个 分 段 滤波 后 的 结果 为 (m), RESELLER 
2. 12 所 示 的 过 程 获得 整个 序列 滤波 后 的 结果 z(m) 。 























0 1 N=5 n 
di ` 


а) 


ЕЗГЕГЕ] ~ 


b) 

















图 2. 12 BUT ER HEUTE CHE RUBRI (图 2.13 给 出 了 当前 例子 使 用 DETAIDFT 的 过 程 ， 
其 中 N=L+M-1=5, L=M=3) 
a) 序列 x(n) 待 与 y(n) 进行 卷 积 b) x(n) 与 y(n) 的 非 周期 卷 积 








Je 
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DEEP 
ym} [14 | 
y [nts] [a] Dua] 
y ntas] [v4] [v2 ] [va] 
plnt3s] А] 
y [cns] 
«o Ез 72789189 


nt” ЧАЧ 
УКС] о] 























y [(=п+4)),] 1⁄4] [12] [us] 


zy(m) [1 ]pos 5 hog [is 


xa(n) [o] [0] 
y [((=п))з1 по] 


у[К-п+4))у] [14] 
I REE Jes] es 


aw bad 1E JE] 
иш) 国 图 器 国 国 
em cmand 
D e ee 
Pss] TE TES E EE HE]. 7 
c) 
图 2. 12 f FH CREDIS ETT AEJSTBHAE TR (图 2. 13 给 出 了 当前 例子 使 用 DFT/IDFT 的 过 程 ， 


其 中 N=L+M-1=5, L=M=3) (2) 
c) 使 用 DFT/IDFT 的 非 周 期 卷 积 























° 






























































每 个 分 段 的 滤波 过 程 可 以 用 DFT/IDFT 实现 ( 见 图 2. 13) 。 
两 个 序列 |x,(n) | 和 |y(n) | 的 离散 卷 积 可 用 下 式 计算 ; 


N-1 


z(m) = P х,(п)у[ (On = 2)) y] 


n=0 
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x,Cn) n=0,1,::-,L-1 
yL ((n))y] n -20,1,,M-1 (N=L+M-1) (2.28) 
z,(m) m -0,1,-—, N -1 


式 中 ,第 二 个 序列 y[ (On -n) )w] 相 对 于 第 一 个 序列 x, (n) 进行 了 循环 反 转 和 循环 
BL. FM yl ((n)) yI AN ARB, FPS х, (п) AL SARS AA M -1 个 零 值 ， 
总 长 度 为 上 +M -1。 由 于 每 一 个 输入 分 段 的 前 端 距离 下 一 个 分 段 的 长 度 均 为 工 ， 而 
滤波 后 的 分 段 长 度 均 为 L+M-1， 因 此 滤波 后 的 分 段 将 有 (MM-1) 点 的 重 辣 ,而 且 
ЭОЕ] e ACER, WA 2. 12 所 示 。 因 此 ， 这 一 过 程 被 称 为 重 琶 相 加 法 。 这 
一 方法 可 使 用 MATLAB 的 FFTFILT(y,x) 函数 实现 。 


G9 IDFT {0.25 ,1,2, 0.75} 


{1, 2,3,0,0} DFT 


{1, 2, 1,0,0} DFT 








{4 5,6,0,0} DFT 
КЕ IDFT {1,3.25, 5, 4.25,1.5} 


{1, 2, 1,0,0} DFT 











图 2.13 用 重合 相 加 法 将 循环 卷 积 转化 为 非 周 期 卷 积 (其 中 , N=L+M-1=5, L=M=3; 
注意 DET ЯП ТОЕТ 使 用 快速 算法 ( 见 本 书 第 3 章 ) ) 




















男 一 种 实现 快速 卷 积 的 方法 叫做 重 一 保留 法 。 这 一 方法 对 M 点 的 单位 脉冲 响 
应 y(n) 和 工 点 的 分 段 序列 x,(n) 进 行 L 点 的 循环 卷 积 ， 然 后 保留 循环 卷 积 中 对 应 于 
韭 周 期 卷 积 的 部 分 。 每 个 输出 分 段 的 前 (有 -1) 个 点 将 被 丢弃 ， 其 后 的 部 分 组 合 在 
一 起 形成 最 终 的 输出 〈 见 图 2. 14) 。 每 一 个 连续 的 输入 部 分 有 (MN -1) 个 点 和 ( 工 - 
M+1) 个 新 点 ， 这 样 能 够 使 输入 分 段 是 重合 的 ( 见 本 书 参考 文献 [ G2] ) 。 





0 L-5 


1 
su 7 


a) 


am babel] ase] [s] 7 


b) 











图 2. 14 使 用 重 琶 保留 法 进行 非 周 期 卷 积 (其 中 了 =5，M =3) 
a) 序列 x(n) 待 与 y(n) DEAT ARTA b) x(n) 与 y(n) 的 非 周期 卷 积 
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"ооо 
y KC), 
»[Cn*0)] 
»KCn42)] 
y [Cn 43541 
y [Cn +4));] 
z (m) 


x(n) 








y K); 1⁄4 
y KCn 1] 
г) 
хз (п) 
y Im) 1⁄4 
y (n +4))s] 
sn) ШЕ ЕШШ 


z DX IE] 
z, (m) 
z, (m) PCIE TET TES] 


Ра 1E ES ES TES TES TET Es] 


c) 














图 2.14 EMERARA AHIT IEA (HR L=5, M=3) (2) 
c) 基于 рЕТЛРрЕТ 的 非 周 期 卷 积 





2.7 数据 域 的 补 零 


正如 前 文 所 述 ， 为 使 用 DFTAIDFT 计算 两 个 序列 (长度 分 别 为 LK 和 MM) 的 非 周 
期 卷 积 /相关 ， 必 须 在 这 两 个 序列 的 末尾 补 零 ， 使 它们 的 长 度 达 到 N=L+M-1 
( 见 图 2.9)。 下 面 我 们 来 研究 补 零 操 作对 频 域 (DFT BR) 带 来 的 影响 。 给 定 M 点 
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FRI \х(п)| 21xo, xy, c, ху, ЕЖЕЙ N -1 个 零 。 扩 展 后 的 序列 为 
Ix,(n)] ={җ, х ‚ хи-1, 0, 50r, ЖЕ 

х, (п) =0  MxnxN-1 
[х (n) | 的 DFT 为 


N 
XECE) = Y x, (n)Wé  kz20,,-,N-1 (2. 29a) 
жей 
M-1 
= У x(n) W% (2. 29b) 


n=0 
TER, XE) 的 下 标 e RAP VERS | x(n) Ё РЕТ, {x(n) | 的 DFT 为 
M-1 


XF(k) = X x(m) Wit  kz0,,-,M-1 (2.30) 


m=0 
通过 对 式 (2.29) 和 式 (2.30) 的 观察 可 知 , Æ ix (n)] 来 尾 补 零 相 当 于 在 其 
频 域 进行 插值 。 
事实 上 ， 当 N=PM (P 是 整数 ) 时 , Хе(Е) JE X (Rk) 以 P 为 因子 进行 插 补 
得 到 的 。 由 式 (2.29b) 和 式 (2.30) PJAN, XF(kP) -XF(k), 
V - j2ankP лга 
Y х(п)ехр (2 Етте). У ое (= Е : 


n=0 
TEFF I] | х( п) | AS FEMS IIS B ah EY RDS, PTT EA ААН s TEA 
有 用 。 从 数据 域 来 看 ， 式 (2.29b) 和 式 (2.30) 的 ШЕТ 分 别 是 1x (n) | 和 
[x。(n)1。 然 而 ， 在 频 域 补 零 没 有 明显 的 用 处 (对 X"(k) 进 行 补 零 ， 需 要 特别 注意 
式 (2.15) 列 出 的 共 斩 对 称 性 ) 。 
【 例 2.7】 ÉN =8. М=4, W Pz2, + 
{х(п)} = 11,2,3,4] 














则 有 
iM UD] 9110; 9242, -2, -2-j2| 
ix,(n)] 211,2,3,4,0,0,0,0] 
| XF(k) } ={10, -0.414 —j7. 243, -2 +j2,2. 414 - j1. 243, -2, 
2. 414 +j1. 243, -2 - 2, -0. 414 + j7. 243} 
各 函数 如 图 2. 15 所 示 。 为 了 更 细致 地 表示 频率 响应 ， 对 输入 数据 进行 了 补 零 ， 
如 图 2. 16 所 示 。 
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x» 2 | I ] | 

















0 2 3 n 
a) 
4 T T T T T 
Xe (n) 2 上 
| 
e e e 
0 1 2 3 4 5 6 7 n 
b) 
10 т r 
XF(k) | 5 
0 1 2 3 k 
c) 





10 





xol 5 





d) 











2.15 Л а 和 补 零 后 的 序列 b 的 幅度 谱 分 别 为 ec 和 d 
а) 原 序 列 b) 补 零 后 的 序列 c) 原 序列 幅度 谱 d) 补 零 后 的 序列 的 幅度 谱 











第 3 行 的 主办 
第 2 行 的 主办 


DFT 矩阵 第 1 行 的 主办 


























К X X A. 
RRRRRRRR 























& оу a | WI 
s TW VV WWW VW 
zi | ni fi ti | if 
т 30 | | | | | x | 
Ë | 
= ду 

50 

—60 

6 元 2n 


图 2. 16 为 使 频率 响应 的 大 小 为 1024， 在 DFT 每 个 8 点 基 向 量 后 进行 补 零 
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2.8 使 用 一 次 复数 FFT 计算 两 个 实 序列 的 DFT 


给 定 两 个 实 序列 x(n) Fl y(n), OSn<N-1, WAY DET 可 以 使 用 一 次 复数 


КЕТ 运算 得 到 。 具 体 的 过 程 如 下 : 
构造 一 个 复 序列 
p(n) =x(n) +jy(n) n-20,1,:--,N-1 
p(n) N Ñ, DFT 为 
N-1 
P'(k)- Ур(п) Wt  kz20,,-,N-1 


n=0 


N-1 N-1 
= У (п) We + jY y(n) Wy 


n=0 n=0 
= X" (k) + jY" (k) 
则 
PF'(N-k) = ХЕ (N-k) -jY" (N-k) 
=X" (k) = jY" (H) 
由 于 x(n) 和 y(n) 都 是 实 序列 ， 因 此 
ХЁ(®) =F [PF (h) £P (N-k)] 


Y' (4) => [P(N -) -Р!(®)] 


这 里 我 们 使 用 了 下 列 性 质 : 
当 x(zm) 为 实 序列 时 ， 有 

ХЕ (N-k) =X" (k) 
证 明 : 


1 N-1 
XE (N-k) = Y [xG)W(-9]* = Y (xin) Ws ]* 


n =0 n=0 


N-1 
= Y x(n) WE = XF(k) 由 于 Wh* = 1 


n=0 


2.9 利用 DFT 和 矩阵 将 循环 矩阵 对 角 化 


2.9.1 ERZ (Toeplitz) FORE 
FETE A EI ОЕ, SE fü£k F PF42628 EATE, 


(2.31) 


(2.32) 


(2.33) 


(2.34a) 


(2. 34b) 


(2.35) 
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NW NE 
[al а аз а 


Gs a a, аз 





dg а; а а 例如 c= [1567]; %17], N=4 
|y Gg а; а r= [1234]; 第 1 行 
SW SE Toeplitz (c, r) 


(4x4) 托 普 利 茨 和 矩阵 
2.9.2 БУЕ 


循环 矩阵 的 每 一 行 均 为 上 一 行 的 循环 移 位 。 根 据 循环 移 位 方向 的 不 同 ， 循 环 矩 
阵 可 以 分 为 左 循环 矩阵 和 右 循环 和 矩阵。 在 下 列 分 析 中 ， 我 们 只 考虑 右 循环 移 位 的 


情形 。 





NW NE 
| ho h, h, hy 
һә ho h hy-2 
[H] = | hy; hy- ho c hys (2.36) 
Lh h h ho 
SW SE 


[H] m n= [hos spa v]. 表示 [第 m 行 第 n IR, Om, n<N-1, 
2.9.3 利用 DFT 矩阵 将 循环 矩阵 对 角 化 
AL HW (2.36) 所 定义 的 (N x N) ФАА 86137, 定义 e, 为 DFT Е 
ELW ASE, n, k=0, 1, =, N-1, WA 
Ф, -(, Ws Wes WO-TOE)T Wy exp (=) (2.37) 


(Nx1) 
第 个 基 向 量 , k=0, 1, =, N-1 
注意 Ф, 是 [ WW] ”的 列 向 量 (见习 题 2.24 (b))。 
定义 





N-1 
[[H]@,], = Xn, Wy", РЈ, QN x N) DFT Я 

n=0 (NxN) (2, 38) 
m,k = 0,1,:--,№-1 n,k =0,1,.…,N-1 











X (2.38) A [H] 的 第 m 行 右 乘 @B,， 因 此 是 一 个 标量 。 
4 m-nzl, ЇЙ 
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m-N+1 
[[H]9,],, = > һу"? 
1=т 
m-N«1 


W ( > h Wi) 


l=m 


-1 m 
[[H]Ð,]n = w” | > h WA 十 Y uw) 
1=0 


1= -М№+т+1 





(2.39) 


-1 N-1 N-1 
-Wy^"( Y ли + Y hW- У awe) 
l=-N+m+1 1=0 1=т+1 
= WS"CIG H - IH) 
N-1 
= Уу" Y” h Wi HFI = Ш (2.40) 
1=0 
WEBB. УГ Т, &pz-l«N, l=p-N 
N-1 N-1 
I= > h, WP = Y a, Wg (2.41) 
p=m+l p=m+l 
由 于 hh,_w =h,, Wa =1% 
N-1 
[[H]45],, = У Wy m,k = 0,1,--, N = 1 
n=0 
N-1 
= Wu" У h Win (2.42) 
1=0 
= @,(m)À, 
N-1 
RP, a, = V h WE 为 [四 K3 k ARIE, E = 0,1, N - 1, 
1=0 
由 于 这 是 [万 ] 第 一 行 的 W 点 DFT 
所 以 ‚ A, Ф, k 20,1,—,N-1 (2.43) 
(NxN) (Nx1) (1x1) (Nxl) 
NN 个 列 向 量 组 合 得 到 


[H](46,,0,,---) = (A9,,A,0, ,---) = (Ф,,Ф,,---)йїар(А,,А|,-) 


[H][4] = [$]diag(A9,A,, , Ày) 
在 式 (2. 44) 两 端 左 乘 [ O], 


[6]"[H][4] 


z|- 


[P] НФ) 


1 nk nk |* 
= ЈНС] 


= diag(Ao,A1,,An-1) 


j 
+ 


[P| =( Ф, Ф D, us Фу) =[ WX] 


1 PM Й 
(Nx №) (Nx1) (Nx1) (N xl) (Nx1) 


(2.45) 


ж 
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B=(1, Wy, Wy, WHY) kz0,1,,N-1 


[B] = LD], [6 УНИ 
[H] - [6 |diag (Ap Ar Ay) LP] A (2. 46) 
[@] ° =( Bë , Bë ‚Фу [WWW] (Nx N) DET AGIR 
(Nx N) (Nx1) (Nx1) (Nx1) 


sk (2.45) НҢ, DFT 的 基 向 量 是 一 个 循环 和 矩阵 的 特征 向 量 。 式 (2.45) 类 似 
[H] 的 二 维 DFT (L| 5. ба), ， 区 别 在 于 式 (2.45) 中 的 第 二 个 DFT 矩阵 进行 了 
ЯНЕ. 





2.10 h% 





本 章 介绍 了 离散 传 里 叶 变换 (DFT) 及 其 性 质 。 下 一 章 将 重点 介绍 DFT 的 快 
速算 法 ， 即 快速 传 里 叶 变 换 ( FFT) 。 这 些 算法 越 来 越 广泛 地 应 用 于 各 类 学 科 中 ， 
涵盖 了 基 -2/3/4 时 域 抽取 法 (DIT) 、 频 域 抽 取 法 (DEF) ， 以 及 混合 基 时 / 频 域 抽 
取 法 、 分 裂 基 法 和 素 因 子 算法 。 














2.11 习题 
给 定 x (n) X" (k) Жу (n) ©Ү* (k), WHEY NA РЕТ, 
2.1 证 明 DFT 是 着 变换， 即 
FEN 
[W]! - LV] 
其 中 [W] 是 (N x N) DET FER, 
22 设 *(m) 为 实 序列 ， N=2"。 ier (к) x (Fae), =o, 1, 
，N/2。 这 个 公式 说 明了 什么 ? 
2.3 i9] У, «Gy (п) = X aX (R) (0) 。 
2.4 GED (n) = DO XE C) [2 。 能 量 在 西 变换 下 是 守恒 的 ,是 一 
个 常数 。 
2.5 证 明 ( е [i - 2). 


2.6 it N=4, 依据 DFT AMX’ (E) zX f(x), 解释 ffshift (fft ( fftshift 
(x)))o 
k 


2.7 证 明 У, wye = М aM 
- к 
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2.8 调制 /频率 移 位 ”证 明 [s (n) exp КЗ И -h). X (k — ko) 
де XU(k)Wrk (Sith) 循环 右 移 ko 得 到 的 。 

2.9 循环 移 位 Ш a(n =) ex С exp [PT], 这 个 公式 说 明了 
什么 ? 

2.10 循环 移 位 ”证明 6(n +n) exp [Paine HP, N=4, n 22, HP 


N 


Ө E 1, n=0 
内 克 6 函数 为 6(n) = A 





2.11 “时 域 缩放 EH Can) es Lat E), а 是 常数 。 这 个 公式 说 明了 什么 ? 
2.12 Maln) HEZI, WEH ХЕ(К) =X" ( - k). 
2.13 证 明 x* (n)exXF ( -k), 
2.14 ”时 域 反 转 ”用 两 种 不 同 的 方法 证 明 x( - п) ex*( - k). 
(а) 应 用 式 (2.21) 中 DET 的 置换 性 质 ， 且 对 于 任意 整数 N 都 有 (N, 
N-1) =1 
(b) 应 用 式 (2.1) 中 DFT 变换 对 的 定义 。 
应 用 式 (2.1) 中 DFT 变换 对 的 定义 解答 习题 2. 15 ~2. 17, 
2.15 两 个 序列 xí (n) I x, (n) 的 离散 卷 积 定义 如 下 : 


o 


N-1 
y(n) = 1 Mun — m) n 0,1,-, N-1 
m=0 


xı (n) Жаз (n) ER N UTR, TEDL Y (h) = XT UO XE Ck), 50, 1, =, N- 
1, Y (k), X (K) RI XS Ch) 2] y (n) , o (n) I x, (n) JN s£ DFT, 
2.16 Xi(k) fU X5 Ck) ЯР RE MUU F: 


N-1 
= EXEC ES NE T E UN 
m=0 


EDI y(n) e v (n) (n), n=0, 1, =, N-1, YO), XE (OR XE GO Y 
RIE y(n), ху (п) 1х, (п) I] N РЕТ, 
2.17 х, (п) х, (nz) 的 离散 相关 定义 如 下 : 


N-1 
z(n) = FY x (т)а, (п + m) n=0,1,°:-,N-1 
0 


m= 


证 明 Z"(k) = (有 XI(k),k-0, 1, +, N-1, HR, ZF(k)&z( n) BB 
DFT, 
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B 





2.18 已 知 


b= [A] х= (P2.1) 
-2 -1 2 I Jr 


4a-(1, -2, -1, 2)", AERE, (P2.1) ， 引 入 以 下 形式 的 4 点 FFT 
IFFT [FFT [a] xFFT [x]] (P2.2) 

式 中 ,“x” 表 示 两 个 向 量 对 应 位 置 元 素 之 间 的 乘积 。 请 判断 这 样 计 算是 否 正 确 ， 
并 给 出 解释 。 

2.19 用 西 1D - DFT 证 明 以 下 定理 : 

(a) 卷 积 定理 

(b) 乘积 定理 

(c) 相关 性 定理 

2.20 用 式 (2. 25а) 中 的 DFT 推导 式 (2. 25b)。 

2.21 对 于 一 个 置换 序列 的 DFT 

(а) 当 (p, N) =1 时， 存在 一 个 整数 v Е 0=q=N-1 H qp= (Imod №). 
若 (p, N) 关 1， 则 不 存在 这 样 的 整数 。 请 举例 说 明 后 者 。 

(b) 4 №=9 时 ， 验 证 例 2. 1。 

(с) 用 MATLAB 检验 当 N=8 和 N=9 时 置换 序列 的 DET 是 否 正确 。 

(d) 当 N=16 时 ， 验 证 例 2.1。 

2.22 [А] =diag(Ao，A，…，Avw_i)， 利 用 式 (2.43) 推导 式 (2.45) 。 

2.23 已 知 循环 矩阵 

















12 3 4 

4 12 3 
[H] = 

3 4 1 2 

2 3 4 1 





证 明 [H] 经 DFT JA EO fü AR. ETERA POSUERE GE 
2.24 DFT 的 一 个 正 交 基 (Orthonormal Basis, ONB) 
(a) 利用 下 面 的 关系 


1 2| x 1 2 
Ë ‚| "leri 或 [A] X = agXo + ах (P2.3) 
Xi uia 1 


HP, [A] = (ao ,a1)，, 证明 
alx ao+alxal=[4][4]7x (P2. 4) 


(b) 如 果 向 量 w 为 归 一 化 IDFT 和 矩阵 的 列 向 量 ， 则 它 称 作 DFT 的 一 个 基 向 量 。 
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1 * 
оо 上 (ao, а, "5 ay-1) (P2. 5) 
sth, [F] 为 DFT ABE, DFT 系数 可 以 表示 为 
A = (a,, x) = (al) *x k=0, 1, =, N-1 (P2. 6) 
请 证 明 
Ж 
= (1 ту l1 rg | 
c= Yala > (a ay = [I (FI ) л (Р2.7) 


XB, X 是 一 个 标量 及 DFT 系数 。 
2.12 课程 实践 


2.1 从 信号 处 理 信息 数据 库 (Signal Processing Information Base, SPIB) 的 网 
站 上 获取 的 狗 的 心电图 (ECG) ， 网 址 为 http: //spib. rice. edu/spib/data/signals/ 
edical/dog_ heart. html, № =2048, HiH n —x(n) Н, З х (п) ВУ РЕТ Jf mi H 
k-X' (k) Ж (包括 幅度 谱 和 相位 谱 )。 令 其 中 409 个 较 大 的 DFT 系数 不 变 ， 其 
余 的 1639 个 DFT 系数 等 于 零 (截断 DFT) 。 从 该 截断 DFT 中 重建 %(n) (IA 
P2.1), 

(1) BH n -x(n) 曲线。 


2047 
1 


y ^ 2 
(2) 计算 MSE = 394g 2 150") - &(n)| 。 


(3) 计算 [( -1)"x(z)] 的 DFT， 并 且 画 出 幅度 谱 和 相位 谱 。 
(4) 得 出 你 的 结论 (DFT 的 性 质 等 ) ， 见 本 书 第 2 208237. 


х(п) X 4409 个 较 大 的 | £ x(n) 
一 DFT 系数 不 变 ， opem 
N=2048 其 余 为 零 变 


图 P2.1 从 截断 DFT 中 恢复 x(n) 











2.2 Bl 
en) Si 4.2, 3. 441 
y(n) =} –0. 0001, 0.0007, -0.0004, –0. 0049, 0.0087, 0.0140, 


—-0.0441, -0.0174, 0.1287, 0.0005, -0. 2840, 
—0. 0158, 0.5854, 0.6756, 0.3129, 0. 0544} 

(1) 直接 计算 两 个 序列 的 离散 卷 积 ， 并 画 出 结果 图 。 

(2) 使 用 DFT/FFT 两 种 方法 (SLA 2.9) 并 验证 两 者 结果 的 一 致 性 。 


第 3 至 快速 算法 


直接 计算 N 点 DFT 需要 接近 O ) 次 复数 算术 运算 ， 其 中 一 次 算术 运算 包括 
一 次 乘法 和 一 次 加 法 。 高 效 算法 的 引入 可 以 使 计算 复杂 度 大 大 降低 。 降 低 计算 复杂 
度 的 关键 在 于 , 在 (NxN) DFTE (PLE 2.11 和 图 2.13) WN 个 元 素 中 ， 只 
有 NN 个 是 不 同 的 。 这 些 降 低 复杂 度 的 算法 统称 为 快速 全 里 叶 变 换 (Fast Fourier 
Transform，FFT)T411。 目 前 人 们 已 经 找到 几 种 实现 FFT 的 技术 。 我 们 将 从 时 域 抽取 
法 ( Decimation - In - Time, DIT) 和 频 域 抽取 法 ( Decimation - In - Frequency, 
DIF) 出 发 介绍 FFT 算 法， 具体 的 实现 是 以 2 WHE (也 称 基 -2，radix -2) 的 。 接 
着 可 以 将 算法 拓展 到 其 他 基 ， 如 基 -3,， 基 -4 等 。 可 以 预见 ，FFT 可 由 现 有 快速 
算法 的 多 种 组 合 实现 ， 如 混合 基 、 分 裂 基 、 时 域 抽取 法 、 频 域 抽 取 法 、 时 域 / 频 域 
抽取 法 、 矢 量 基 、 矢 量 分 裂 基 等 。 

эЛ, ЕКЕТ 可 以 通过 其 他 离散 变换 实现 ， 如 离散 哈 特 雷 变换 (Discrete Hartley 
transform, DHT) 1728.1 31-32. ЛК] — 哈达 玛 变 换 (Walsh - Hadamard trans- 
form, WHT) 5655 等。 其 他 的 变种 包括 ， 使 用 一 个 复 序列 的 FFT 计算 两 个 实 序 
列 的 FFT。 在 相关 文献 资料 中 ， 出 现 了 复数 FFT 和 实数 РЕТ 这 样 的 术语 。 事 实 上 ， 
DFT/IDFT 及 FFT/IFFT 在 本 质 上 都 是 复数 运算 。 复 数 FFT 意味 着 输入 序列 x(n) 是 
复 序列 ， 而 实数 FFT 则 表示 输入 序列 x(n) 为 实 序 列 。 这 些 快 速算 法 为 实现 其 他 变 
换 提 供 了 渠道 ， 如 改良 型 DCT (Modified DCT, MDCT), WRA! DST (Modified 
DST MDST) дА 01.02 


优势 















































一 般 来 说 ， 快 速算 法 能 够 将 N 点 DFT 的 运算 量 降低 到 WN log; N 次 复数 运算 。 其 
他 优点 包括 : 减 小 了 存储 需求 和 降低 了 由 于 有 限 位 运算 ( 乘 / 除 和 加 / 减 在 实际 中 都 
是 以 有 限 字 长 实现 的 ) 引起 的 计算 误差 。 众 所 周知 ， 快 速算 法 对 于 ОЕТ 在 DSP ДУ 
上 的 实现 贡献 很 大 ?31-?512] 。 而 且 ASIC VLSI 芯片 [Ya -ro0,09 已 被 设计 和 加 工 
成 能 够 高 速 执行 一 维和 二 维 DFT (或 IDFT) 的 芯片 。 这 些 世 片 功能 强大 ， 同 一 个 世 
片 可 以 实现 多 种 长 度 的 DFT。 下 面 详细 介绍 基 -2 DIT - FFT 和 DIF -FFT SEA?! , 





3.1 基 -2DIT-FFT 算 法 


该 算法 基于 将 N 点 序列 ОБ М =2', 且 1 为 整数 ) 分 解 为 两 个 N/2 点 序列 
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(一 个 包含 偶数 样本 点 ， 点 ) ， 进 而 通过 计算 这 两 个 短 序列 的 

DFT 得 到 原 N 点 序列 的 DFT。 这 一 算法 本 身 可 以 节省 部 分 算术 运算 ， 而 更 多 地 节 

省 来 自 于 继续 将 N/2 N/4 点 序列 〈 一 个 包含 偶数 样本 点 ， 一 个 

包含 奇数 样本 点 ) ， 然 后 通过 计算 相应 两 个 М/4 点 序列 的 DET 得 到 原 N/2 点 序列 
的 DFT， 重 复 这 一 过 程 直 到 分 解 为 2 点 序列 为 止 。 

XF 

{X0,X1, X25 Хз, x, ca XA ACH 




















[Xo Xo. Xy , XN_2} Lip Xa Xs уг) 
偶数 样本 奇数 样本 
Gi Hy 
N Ñ, DFT 
/-1 
X¥(k) = X х(п) W | kz0,,-—,N-1 
n=0 
n 偶 整数 na ҖЕ 
(№2) -1 (№2) -1 
= У х(2)ЖИ* + Y х(2г +1) were 
r=0 r=0 
(№2) -1 (N/2) -1 
= > x2) WH) + W. Y x(2r +1) (WW)™ 
т=0 r=0 
(3. la) 
注意 
2 _ EG а ш е 
W^ exp[= ] = ° xp( N/2 Ww 
(№2) -1 (N/2) -1 
XF(k) = Y, (2) WH, + Wh Y, xr +1) We, 
r=0 r=0 
F Е FF N 
= GF(k) + WIH" (k) k20,1,7,5--1 (3. 1b) 


XP, XF (E) A x(n) AY NA DFT， 在 此 处 用 两 个 N/2 点 DFT G! (hk) A H" (kh) KOR, 
两 者 分 别 是 x(n 偶数 样本 和 奇数 样本 的 РЕТ 
ХОК): FABIAN, XF(k) =X" (k +N), 





Ств), H(A): AD, CFR) =C), Н (E) =H'(k+ 2). 


XF(k)-GF(k)-WhH'(k) | k=0,1, = A 














第 3 章 快速 算法 39 
F N F ket ЦЕ 
X? (57) = GF Qr) + Wi? HP (k) 
N, —j27 № 2 
Wi -ew[ N Е -јт) = -1 (3. 2a) 
bel T N k ws k 得 
由 于 Wy = (i -mai- - Wy, 可 得 
ХЁ(Е e -G'(k) - WEH" (k) k 20,1, 2-1 (3. 2b) 
X (3.2) 在 图 3. 1 中 用 蝶 形 图 表示 。 
GFK) ХҮ) GF (0 XFW 
wi we 
FI 有 一 人 一 ~~ xP (k4 X) HEW x") 
-wi Wy -1 
a) b) 


图 3.1 式 (3.2) WIER 


对 于 每 一 个 上 4， 图 3. 1a 所 示 的 需要 进行 两 次 乘法 和 两 次 加 法 运算 ， 而 图 3. 1b 
所 示 的 只 需要 一 次 乘法 和 两 次 加 法 。 重 复 上 述 过程 直 至 产生 2 点 ЕТ, Mia, x, 





Ka, °° 


似 地 ， 对 HF(E) 可 以 进行 同样 的 操作 。 


G" (k) fü НК (Ek) 均 需 要 (N/2)? 次 复数 加 法 和 (N/2)* 次 复数 乘法 。 





5, хус ЙЯ N/2 点 DFT CY(&) 可 以 通过 两 个 N4 点 DFT 得 到 ， 以 此 类 推 。 类 


WENA 


DFT X" (k) 则 需要 Л? 次 复数 相 加 和 复数 相 乘 。 以 N=16 为 例 ， 直 接 计 算 一 个 16 点 
DFT 需要 № 2256 次 加 法 和 乘法 。 而 通过 计算 G" (k) A HF (k)i EM E 128 + 
16 =144 次 加 法 和 乘法 ， 从 而 节省 了 112 次 加 法 和 乘法 。 进 一 步 将 8 点 DFT 分 解 为 
2 个 4 ЖРЕТ, RAMENA 4-2 4 DET, GF Ck) AM Н (Kk) 29278 д DET, £5 BE 





64 次 加 法 和 乘法 。 这 样 的 算法 叫做 基 -2 DIT - FFT, 
NN 点 DFT 在 频 域 的 分 辩 率 为 万 = ay 


{Xo Ху, X2, X3, X4 sss Xy Ху) 采样 间隔 = T 


( 频 域 分 辩 率 = T. = fy) 





偶数 样本 奇数 样本 
{Xo X2, Xa. Xy 3) (N/2 点 DFT) {Xp X3 Xs, Ху) 
ы S =2[ 
1 
( 频 域 分 辩 率 = =fo) 


mU QT) NT 
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{Xos 24246103 


N/4 点 DFT 采样 间隔 = 47 
| BARR- — = =f) 
1 РК ау "wr ^ 


Xo XN/2 


2 点 DFT 
采样 间隔 = (N/2) T 


( 频 域 分 辨 率 = 3 gp 
为 了 获得 Мл DET， 我 们 从 2 点 DFT 出 发 ， 当 每 一 级 回溯 到 上 一 级 时 ， 抽 样 
间隔 均 以 2 为 因子 。 这 就 是 时 域 抽取 法 (DIT) 命名 的 由 来 。 而 此 时 频率 分 辩 率 万 
保持 不 变 。 
下 面 以 N 28 为 例 介绍 基 -2 DIT -FFT 算法 。 


7 
正 变换 XF(k) = У (п) WE  k-20,1,-,7 


n=0 
1 

反 变 换 x(n) = УХ (Ө nz0,1,-—5,7 
k=0 


XF(K) — {Xs Xi, X2, Хз, X4, Xs. X6, X7} 
Á 


3 级 


GF (Kk) — (х0, X2. X4 X6} ху, X3 Xs, X7} —H'(K) 


«on DH 


AF(K) — (xo. x4} (о, xg — B'(k) CMA) (xy, xs] [xs ху} — DFA) 


“内山 hh 


Xo X4 X5 X6 





FOR (xo, хо, хь х) DET AF (c) Hk (хо, x4 HI DFT 
BF (k) 是 {xo, xé) BJ DFT 
HT (Kk) (x, xs, xs, xz) WJ DFT СРОК) (х, x, DET 
DF (k) Ж (xs, x) B DFT 
X¥(k) = [GF(&)] + [ине] k —0,1,2,3 
x"(+ 4) = [6*0] - [ver^ to] 
GF(k) = [AF(k)] + [ив] k=0,1 
б +2) = [AW] - [WBE] 
HF(k) = [CF (4)] + [WEDF(R)] k=0,1 
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H'(k +2) = [C 一 [weD (6 
E J 1 B р. В 1 B s BF(0) 


CFO) | _ 
es eb 























GF(0) = AF(0) + BF(0) 


GF (2) = AF(0) — BF(0) 


H*(0) = CF(0) + DF(0) 


H*(2) = СР(0) - DF(0) 
表示 为 矩阵 的 形式 
G (1) 
|o (3) 

















上 


{ 


СК (1) = AF(1) + 


H*(1) = CF(1) + 


1 





m,a) ARC) 
бї (3) = AF) - W,B'(1). Вет) 
W,DF(1) 
H*(3)- CF(1) - W4DF(1) 


| 
О W,jl pF (1) 


low 


-2 DIT - FFT, 将 式 (2.13) 所 示 (8 x8) DET ЖЕРЕ НУГЕ] НД 


4 


J 


1 
1 


1 
-1 


G'(1) 


G' (3) 





N) 


考虑 N =8 时 基 
反比 特 顺 序 (Ви Reverse Order, BRO) 重组 如 下 ， 
列 一 0 4 2 6 1 5 3 
[X (0)] [1 4 1 1 1 1 1 
Х (1) |] -1 Ff -要 W -W W 
XE (2) 1 1 -1 -1 天 Ww -W 
X*(3) 1 -1 Jg P W б W 
X'(4)| |] 1 1 1 -1 <1 <1 
X* (5) l -1 W° -W -w W -W 
X* (6) 1 1 -1 -1 -W -W W 
[LX (7)] Li -1 -W P -w W -W 
此 处 W=W;, W; = Wios 
VF AY io META (Sparse Matrix Factor, SMF) 为 
P: RUN (diag [L], Wi, Wi, Wi, Wil) 
а |a: [5] | n [5] 
[b] - [5], 12] - [h] 
x (diag[[5], Ws, [5], Wil) 
eU n аур IM 
x | diag ， , А 
LUE -=i A =1 е1 





于 这 种 分 解 方法 的 DIT - FFT 流 图 如 图 3.2 和 图 3. 3 所 示 。 


行 


Гх(0) 


х(4) 
х(2) 
х(6) 
х(1) 
x(5) 
x(3) 


Lx (7) 


С мл + UNEO 5 


ә 


(3.3) 


42 


快速 傅 里 叶 变 换 : 算法 与 应 用 





| 四 





0 
Ws 











[ Me AMA 
O Шә] [nl ш] - [a] 





图 3.2 N=8 时 基于 SMF 的 FFT 流 图 (3&-2 DIT - FFT) (W, = exp ( -j27/8) ) 


3.1.1 N =8 B$ IFFT ИУ ТЕБЕ ГЕЗ 


变换 序列 为 自然 顺序 。 


数据 序列 为 反比 特 顺 序 。 


2036 


e 
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х (diag[[ 4], Wg’, [4], W,?]) 


«(a (е [5] | bs [5] Jl 
ТИШТЕ = ТЕКШЕ = 
[4] [4] | 


. > Wl. WD). Wl 
x (dig[[L], Ws, Ws", Wç, Ws Dun - [4] 


根据 这 些 SMF 画 出 流 图 。 


BRO 指 反 比特 顺序 (Bit Reversed Order) NO 指 自然 顺序 (Natural Order) 
数据 向 量 变换 向 量 
х() XF( ) 

AF(0) GF(0) 





0 » > > > > > 0 
>< AF(1) GF(1) 
4 » » » » » 1 


2 ^ л 2 
i | UU 
Е. Wa -Wi e т 
CF) HF (0) /\ 
1 » »—— Ri » H 
x /从 
cFa HFG 
3 » i ) > : | А 
-i W! 


8 
rro d ANZ N imo 
3G Ө = = 


AW | 
© 7 
-1 Wa =W; =l Ws 


2 点 DFT 4 点 DFT 








Y 
чө 





了 
A 





了 
cA 






图 3.3 N=8 时 FFT 流 图 (3E -2 DIT — FFT) 
(加 法 24 wR, 乘法 5 次 ) (W, =exp ( —-j2m/8)) 
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3.2 ”基于 稀疏 矩阵 因 式 分 解 的 快速 算 ; 


将 [WW] 的 行 按 反 比特 顺序 ( 见 表 3.1) 重新 排列 ， 则 可 将 其 分 解 为 logzN 个 
FABLE, BOC We ono = [41][42]…[hioww]。 其 中 ,NN 为 2 的 整数 次 宕 。( 这 里 
未 给 出 稀疏 矩阵 因子 分 解 的 证 明 ) 。 以 N = 8 为 例 ， 这 一 过 程 为 


= [Wy ]snoxwo (3.4) 





33.1 N=8 时 的 反比 特 顺序 




















ч AUS 二 进 制 反比 特 反比 特 顺序 
0 000 000 0 
Is 本 001 100 224 
2 B ЕЮ _ бесе E í 2 

m e 
3 -OH 一 Е 98 6 
| 100 001 scc 
5 101 101 5 
6 110 011 3 
7 111 11 7 











由 于 DFT 和 矩阵 [ WW] 是 对 称 的 ， 则 有 
Хо = ([ WE lero)" “pno (3.5) 
AP, WEJM WH lero FE М = 8 时 的 定义 见 式 (3.6) 和 式 (3.7)。xwo 和 xpro 分 
别 是 自然 顺序 和 反比 特 顺序 下 的 数据 向 量 ; XNo 和 XBRo 分 别 是 自然 顺序 和 反比 特 顺 
序 下 的 DFT 向 量 。 
DFT 


8 点 DFT 


7 ; 
XF (k) = Y x(n) exp [Ft ak | k 20.17 
n=0 8 





IDFT 


7 | 
х(п) = FLA (ер [En] n=0,1,.…,7 
k=0 


1 的 8 个 根 均匀 分 布 在 单位 加 上 ， 相 隔 45°( 见 图 3.4)。 即 WW =exp( —]2тт/ 
8), m=0, 1, ++, 7, 
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变换 向 量 (8 x8) DET 和 矩阵 数据 向 量 
X'(k) n=0 1 2 з 4 5 6 7 x(n) 
[x"(0)] Fl 1 1 1 1 1 1 І Trew 
Х()| 1 w W Ww ç -1 | | x(1) 
X* (2) 1 № -1 -W 1 Ww -1 -W || «(2) 
X'(3)||1 W: - W -1 -W W -W |x(3) 
X'(4)| || -1 1 -1 1 -1 1! -1 ||x(4) 
XF(5) i -W W =F -1 W ew^ P x(5) 
XF(6) I -W -1 W 1 -W -1 WP ||x(6) 
хет) u -W -W -w -1 w wh? у IL) 
此 处 W=W;, W = 了 (3.6) 
对 称 和 矩阵 
通过 将 DFT 和 矩阵 的 各 行 按 反 比特 顺序 重 排列 (9,363. 1) , 8 点 DFT 可 以 表示 为 
| XF(0) F«(0) 
X* (4) x(1) 
Por 2 
а е 23 
= x 
x«l DFT 对 和 矩阵 各 行 «(4) 
反比 特 顺 序 排列 
X" (5) x(5) j 
Х (3) х(6) | 图 3.4 х (n) 的 DFT 为 = 平面 圆心 在 原点 单位 
7) | 上 等 间距 排列 的 8 个 点 (为 1 的 8 个 根 ， 间隔 45°) 
Ж (7) x 





Wg =exp (-j27m/8) m=0, 1, +, 7 


注意 ， 由 于 DFT 保持 不 变 使 得 X" (I) 也 要 按 反比 特 顺 序 排列 。[ 梧 包 sno 是 各 行 按 
反比 特 顺序 排列 后 的 (8 x8)DFT。 在 该 矩阵 中 , W-W,, 











Gr EMI MEE EE To) 
QR PN ME Ле EE 
211 #2 1-1 -Wil w? - Ww 
1 92-1 wil += 3 у? 
We nm a» 
51 -W И? -w,ü-a W -w w 
31 W -w? Ww i-i W w? -w 
71 W -w? -wi-1 W wW? Wi 





DFT 4E [E B5 3c EUER IER 
F x4) : (4 e 


pr ЬЕ P 


(4x4) i (4 x4) 
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WE: [Wi ко 


注意 : 1) XX (3.7) 中 ， 上 方 两 个 (4 x4) FRM ERA; 2) 式 (3.7) 

中 ， 下 方 两 个 (4x4) 子 和 矩阵 互 为 取 反 。 该 (8x8) DFT 和 矩阵 (行为 反比 特 顺 
J) EEATT (Sparse Matrix Factors, SMF) 如 下 (未 给 出 证 明 过 程 ) : 

[8]sno = ГА, ]LA42][ 45] 


1 wy Ww) 
[A, ] = фав ， 
1 -WPu -ш Ju 


= фав ([a], [8], Ly], [8]) 


ы-ы | [UD Ll) (7 
ol эрт] 














Р ПА) | 
= ЦА] 
[1 0 
0 1 
其 中 [AL] = cH 
L0 0 
[a] 0 [4] 
ыш -| 0 aloe 
го] 0 0 0 
_|0 [8] 0 0 
[А,][А,][А;] = 7 0 [y] 0 | 
L 0 0 0 [6] 
[La] [a] [a] 
[8] [8] [8] 
ly] - у] -Uvl 
L [6] Wi[8] -[6] 
注意 
diag(all ,da ,*,a,,) = ü 
0 


[L] - № 


иүп т 
-wi u -w 


为 对 角 和 矩阵 


Ann 


[ XF (Kk) 1 Bro = [41][45] [ А; | [x(n)] = [A 11А, ] [x ? (n) ] 


| 


(3. 8a) 
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=[A,] Ix? Q0] 





























= [sx (в) ] [50 
其 中 
[a (в) ] 2 [44 ж 1, [x 9 (а) ] LÀ 1 En? (а) 1, 
[x (n) ] 2 L4 113? (n) ] 
al PRA | I P 
La) =Й E41 i - 04) 
С) т) [i] [L] А 
[b] -Wi[b] L5] L5] 
Ае = pee ЧК ош» 
0 1] Wi 1L, ] 0 | [5] Ws 5] 
| ЛЕЙ - nil | ith] -%[1,] 
рр З 
| 0 
8L 
11 Wi 
| d m 
(4i) = uw ‚ (0,2, 1, 3) (0, 1,2, 3) 的 反比 
qu 特 顺序 排列 
O 1 Ws 
L d -Wè | 
1 0 1 0 
l тото A 
[5] : - Ws[] 1 0 -1 0 
0 1 0 -1 
10 W 0 
[b]: w] | |01 0 W 
[,] -W[5]| |1! 0 -本 0 
01 о -B 


[ XF (Kk) Jero = [А,][ А, |] [ A; ] [x(n)] 
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[1000:1 о 0 01Tx(0) 
01.000 1 о о ||х(1) 
0010i0 о 1 0 |502) 

0 0 0. 1:0 0 0 | x(3) 1 
lAl е 0/-1 0 ^0 ^0 | (5 =[x(n)] 
0100; о -1 0 0 ||х(5) 
0010i0 0 -1 0 ||х(6) 

0 0 01:0 0 0 -lJlx(7) 
X (3.8) THREAT [ W3" ] pro AY Pir Bit ARES XA EAE 8 点 КЕТ 的 关键 。 图 3.5 
给 出 了 基于 SMF 的 8 点 FFT 流程 。 通 过 使 用 图 3.1 给 出 的 蝶 形 算法 ， 乘 法 的 数量 


可 以 减少 一 半 。N =8 时 的 FFT 需要 24 个 加 法 和 5 个 乘法 。 从 该 例 可 以 看 出 ， 当 拢 
阵 的 各 行经 过 反比 特 顺 序 排列 之 后 ，DFT 和 矩阵 不 再 像 式 (3.7) 那样 具有 对 称 性 。 
将 图 3.5 所 示 的 FFT (N =8) 流程 做 下 列 调整 后 ， 可 以 用 于 计算 IFFT: 















数据 向 量 循环 计算 变换 向 量 
NO BRO 
xO #1 #2 XF() 

0 Q O N 0 

1 > E] > P 4 

2 © | 全 一 一 人 - 2 
/N e 

1 6 








Y Y 
Y 

Y 

x 
Y Y 
= N 
| 

Y Y 
Un 





3 
-] -W2 
Ww? y? 
7 > > > > »- > 7 
—1 -W2 _W 
[45] [45] [4i] 


LX КЕ] go L4: E42 ]E45 Ex 00] 


图 3.5 JEP REEMA (A, 11А, ] LA] 8 ду FFT 流 图 
(W=W, =ехр ( -j27/8); NO 表示 自然 顺序 ，BRO 表示 反比 特 顺序 ) 
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(1) 将 所 有 箭头 的 方向 反 转 ， 即 向 左 变 为 向 右 ， 向 右 变 为 向 左 ， 向 上 变 为 向 
， 向 下 变 为 向 上 。 

(2) ASHI EE XP (E) ] gro 以 反比 特 顺序 作为 输入 ( 右 侧 ) 。 

(3) 数据 向 量 [x(n)] 将 以 自然 顺序 成 为 输出 〈 左 侧 ) 。 

(4) 将 所 有 的 乘 子 用 其 共 罗 代 替 ， 即 用 WARE Ww, 

(5) 增加 缩放 因子 1/8. 

N =8 时 基于 SMF 的 IFFT 为 


[a(n)] = 3-48] (4517 (C41 OTIA E) Jaro (3. 10) 
通过 式 (3.10) 可 以 直观 地 画 出 流 图 。 
























































r1 1 =“ 
|l 
1 oy 
1-р 
+ 
1 р? 
1 =p 
1 we 
O 
1 =p‘ 
[B1 = d 
[LH pont 
V y^ 
1 -Wi 
O í 
d -w° 
1 Ww? 
] =p" 
kan EC 1 
51 za А 
115] wth 
: IL) un 
[By] = l 
: [1] SHE 
Ш] wA 
4 ПСБ] Wh! 
L | Ub) Р) | 
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[L] [A] А 
eh epo 
"NE = + ЖЕ 
[8] IL] wA] 
[n] =) 
ы Dal: 
CAEDE | il 


对 于 一 个 行经 过 反比 特 顺 序 排列 的 (16 x 16) DFT FEBS, Hof ABI IT FH 
下 式 表示 : 
(А) lene =[B ][B,][B,][B,][x(n)] (3. 11a) 
ЖШН W = Wi, =exp ( – ј2п/16), Wi? =W}, 
通过 式 (3.11а) 可 以 方便 地 得 出 N =16 PF FFT 的 计算 流程 。N = 16 时 对 应 于 
X (3.10) AY IFFT 为 
全 和 


表 3.2 和 图 3.6 所 示 比 较 了 DFT 与 FFT 的 计算 复杂 度 。 
表 3.2 基 -2 DIT -FFT 与 原始 DFT 所 需 加 法 和 乘法 次 数 的 比较 








数据 长 度 原始 基 -2 DIT FFT 
N 乘法 次 数 加 法 次 数 乘法 次 数 加 法 次 数 
8 64 56 12 24 
16 256 240 32 64 
32 1024 992 80 160 
64 4096 4032 192 384 














注 : 这 些 是 基于 0O(NM ) 次 原始 DFT 与 0O(NlomN) 次 基 -2 DIT -FFT; 后 者 的 乘法 次 数 减少 很 多 。 





1,000 


乘法 次 数 








4 8 16 32 
数据 长 度 N — 


Al3.6 基 -2 DIT-FFT 与 原始 DFT 所 需 加 法 和 乘法 的 次 数 比 较 
(图 中 实 线 为 原始 DFT， 虚 线 为 基 -2 DIT - FFT) 


51 








1,000 


加 法 次 数 








4 8 16 32 
数据 长 度 N 


Al3.6 基 -2 DIT-FFT 与 原始 DFT 所 需 加 法 和 乘法 的 次 数 比 较 
(图 中 实 线 为 原始 DFT， 虚 线 为 基 -2 DIT -FFT) ( 续 ) 





此 外 ,研究 人 员 还 开发 了 输入 输出 均 为 自然 顺序 的 基 -2 和 基 - 4FFT 
算法 [LAI0,LAH] 。 


3.3 基 -2 DIF -FFT 


53.1 节 介 绍 的 基 -2 DIT - FFT 类似, 3& -2 DIF -FFT 可 以 通过 以 下 步骤 
实现 : 
N-1 
Хе) = Ð x(n) W  k-0,1,-, N-1 NADFT (21a) 
п=0 
XB, М2 WBE, 





(N/2) -1 N-1 
X'(k)= Y a(n) We + X (п) = I «IH (3.12) 
n=0 I n-N/2 
将 第 二 部 分 求 和 项 变 为 (t n = m + №2) 
(N/2) -1 (N/2) -1 
N VCn+rN2) _ N \ (мо) ртк 
x d + z^ d 之 x(n Ы >) Wy 
因此 式 (3.12) 变 为 
(N/2) -1 i TC N : 
XF(k)= 2 x(n) We + WO > x(n «5 Jv k=0,1,.,N-1 
(N/2) -1 
F _ руд N nk - inn Е 
XE (k) = 2 [х\л) +(-1) x(n + > )]w k=0,1, =, N-1 
(3.13) 
HFW = -1, XPTÍ k 22r 和 奇数 =2r +1， 式 (3.13) 可 简化 为 
(N/2) -1 


XF(2r) = 2, [xCn) ex(n ec) (3. 14a) 
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(№2) -1 


X (2r +1) = 2 [se - x(n +) аии (3. 14b) 





жиз wir ыр (Рн) ы, (E) m. 因此 


(№2) -1 


xen. У bo + (а +) ие 


X* Qr) |0) „(в 点 DFT г, п=0, 1, ae 

(3. 15a) 

类 似 地 

хаг) ао) -afn + 2 J]w; i v2 点 DFT n a20,1, = 

(3. 15b) 

X (3. 15) 中 方 括号 内 表达 式 的 计算 流 x(n) [xix (n+ )] 

图 如 图 3.7 所 示 。 

N 点 DFT 可 以 通过 式 (3.15) 所 描 у" 


[rx (n 2)]w 


xr) 


述 的 两 个 N/2 点 DFT 实现 。 同 DIT — 
FFT 情形 一 样 ， 该 方法 也 能 降低 计算 复 














杂 度 ， 而 且 通过 不 断 重复 这 一 分 解 过 程 "OP 
( 即 分 解 为 前 半 部 分 样本 点 和 后 半 部 分 样 
本 点 ) 可 以 进一步 降低 复杂 度 。 下 面 以 Хт(4) Wn Хю+1(4) 
N =8 为 例 介 绍 DIF - FFT 算法 。 ú 
Жор. Жыш Ж. 
3.3.1 N=8 时 的 DIF -FFT EST gr, dye et 


时 用 于 式 (3.15) 的 蝶 形 算法 
DFT 


XF(k)- x(n) we k=0,1,°,7 
IDFT 
x(n) = гу еу" п= 0,1, --.,7 
k=0 


MNZSHI, XX (3.15) к 


х'(®)= X o + (а М) ›=0,1,2,з (3. 16a) 


х*(2,+1)= Ў [se -a(n +) реи r= 0,1,2,3 (3.16) 
п=0 


sh (3.16) 可 以 更 加 明确 地 表示 为 
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Xr'(2r)， 是 以 下 序列 的 4 点 DFTr=0, 1, 2, 3: 
{x(0) +x(4), x(1) +x(5), x(2) +х(6), x(3) +x(7)} 


X* (0)=[x(0) +4(4)] +[x(1) +х(5)] +[x(2) +x(6)] +[x(3) +х(7)] 
X* (2) 2 [x(0) +х(4)] +[x(1) +x(5)]W +[х(2) +x(6) JW.  [x(3) +x(7)]W; 
XF (4) =[х(0) +x(4)] + [x(1) +x(5)]W;+[x(2) +х(6) JW; € [x(3) +х(7) ]% 


X (6) = [x(0) +x(4)] +[x(1) +x(5) JW; + [x(2) +x(6)]W4+[x(3) +x(7) 10, 
X'(2r 1) 是 以 下 序列 的 4 点 РЕТ 
{х(0) —x(4), [x(1) -x(5)]W; , [x(2) -x(6)]W, [x(3) –х(7) 10| r=0,1,2,3 
XF (1) = (x(0) —x(4)) + (x(1) -x(5))W +(x(2) 2x(6)) W +(x(3) -x(7)) W3 
XF (3) = (x(0) -xz(4)) + [(x(1) -x(5)) W; W, € [(x(2) -х(6))], 
[(x(3) -«(7)) V; JW] 
XE (5) = (x(0) -x(4)) + [(x(1) -х(5)) WA  [(x(2) 2x(6)) V, ] 
[(x(3) -x(7)) V, ] W° 
ХӮ (7) = (x(0) -x(4)) +[(x(1) -х(5)) JW, € [(x(2) -x(6)) 2] 
[(x(3) -x(7) ) V; JW) 
X (3.16) 中 每 一 个 4 点 DFT 均 可 以 用 两 个 2 点 DET 实现 。 因 此 8 点 DIF - DFT 
可 以 通过 3 个 步骤 得 出 : DUET, 208 DFT ( 见 图 3.8); ЖИП, 4 点 DFT ( 见 图 
3.9); SRM, 8 DFT ( 见 图 3. 10) 。 将 这 一 流程 与 图 3.5 所 示 对 比 ， 可 以 看 出 
两 者 具有 相同 的 架构 ， 只 是 乘 子 有 少量 调整 。 图 3.3、 图 3.5 #E 3. 10 所 示 举 例 说 
明了 多 种 基 -2 FFT 算法 。 每 一 个 步骤 可 以 是 基于 DIT 分 解 的 ， 或 是 基于 DIF 分 解 
数据 序列 变换 序列 
o x (0) 


JM 


十 




















十 




































O 
WR “1 ow 














图 3.8 用 频 域 分 解法 将 8 点 DFT 分 解 成 2 点 DFT 的 流 图 (Wy = We) 
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的 。 这 样 就 产生 了 基 -2 DIT/DIF - FFT 算法 (和 1IFFT 算法 ) 。 图 3. 10 所 示 的 SMF 
表示 为 


[XF (E) Јъко = ГА, 1043 145 1441045 1060 ] (3.17) 


数据 序列 ОЕТ 序列 
x(0)Q 

















































图 3.9 用 频 域 分 解法 将 N 点 DFT 分 解 成 N/2 点 DET 的 流 图 (N28, Wy = Ws) 





数据 序列 _ _ 变换 序列 
Ud ad) DA Ug, Ш 





x(0) = O XF(0) 


O XF(4) 





O XF(2) 





一 > = O XF(6) 


O XF(1) 





= O XF(5) 
O XF(3) 


= O XF(7) 





ts | 4) " 可 4) Ë e _ 
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: i= | | [5] Јн 
Е а «php 


diag(1, 1, 1, 1, 1, W., W, у) = [4] 
[4] [4] ^ 
E us FR 
通过 对 图 3. 10 所 示 的 进行 与 图 3.5 所 示 类 似 的 修改 ( 见 式 (3.10) Bi BU 
Ж), ， 即 可 实现 8 点 DIF - IFFT, 
基 -2 DIF -FFT 的 算法 总 结 如 下 (为 方便 标记 ,分 别 用 x%, ЖП ХА [Ж (n) 
FII XF (k)) : 





1 


т^ AA DETON 22^) n 


—| Je 


(х0, Xis X5, X3, X4, X5, X6, X7, Жу, `, ÖN 4s Xy-35 XN-25 хуст) 


А А 

(x +2, Xi PES e . Xy] | | [a Tix, (s T d m. (s. =й )т. 
а me РТ [ ) ay 
Oum qp WM 人 NMRDET d yi JW; | 


如 上 所 示 , 一 个 NN 点 序列 可 以 分 解 为 两 个 W2 点 序列 ， 进 而 可 以 用 这 两 个 N/2 
点 DFT 得 到 原 N 点 DFT, 将 这 两 个 N/2 点 序列 记 为 


(Yos Yis Уз, Yoo s yE i), ye Pek 1=0, 1, ---, 


N 
p 


i š 
(zo, 241, 225 235 ``, 2X1), z; = (x; xx.) Wy i -0, l, с, 


将 (уо, yi» y», Уз, Ut, y(n) -1) 进一步 分 解 为 如 下 两 个 N/4 点 序列 ， 


(ж, Yis Уз, Уз, CU Ук _ , Yxa’ yy) 


š 1 2 
(yo+ yu, Уг HYS Ya Уя ) | КЕ (э -Ys |т\, (>. - Ул | x, 
4 atl 4-1 ;-1 H à atl > 472 2 


1 


i N 
(N/AY 太一 NÁ I "eee 4 iy | е 
Nay pote МАШЕ | , s, xau JV J 


S6 快速 倩 里 叶 变换 : 算法 与 应 用 





对 (zo, 21, £25, £3, 00; Z(N/2) -1 ) 做 类 似 操 作 。 重复 上 述 过 程 直到 获得 2 点 
序列 。 


3.3.2 ” 原 位 计算 


图 3.7 给 出 了 DIF -FFT 算法 的 基本 组 成 模块 一 一 蝶 形 图 。 由 于 计算 第 m+1 
列 p 和 9g 位置 的 输出 时 ， 仅 需要 第 m 列 p 和 gg 位置 的 数据 。 因 此 ， 如 果 将 x, (р) 
Fil xn ,1(9) ОТЕ х, (р) 和 zx,(q) 的 位 置 ， 则 仅 需 要 一 列 N 4 SEE Ай 
以 实现 DFT。 这 样 的 原 位 计算 仅 适用 于 当 蝶 形 图 的 输入 和 输出 节点 在 水 平 位 置 上 相 
邻 的 情形 。 然 而 ， 原 位 计算 使 得 DIF - FFT 变换 后 的 序列 以 反比 特 顺 序 存储 ， 如 图 
3.10 75А), 








3.4 基 -3 DIT -FFT 


截至 目前 ， 我 们 研究 了 基 -2 DIT, DIF 及 DIT/DIF 算法 。 当 数据 序列 的 长 度 
N =3!(1 为 整数 ) 时 ， 可 以 用 下 面 的 方法 推出 基 -3 DIT - FFT 算法 : 
将 式 (2. 1a) 改写 为 


(N/3) -1 (N/3) -1 ( (N/3) -1 ( 
Е Ark 3r y Зг+2)Е 
X, Е > x3 Wy + 2. Хзк+1 Wy 2 Жз, W у 
r=0 r=0 


r=0 





Е № №3 МЭ 
(3. 18а) 
(№3) -1 (№3) -1 (№3) -1 
Е rk k rk 2k 
X = X хуй „+, Y хул +, X ао", 
=0 r=0 r=0 


X =A, +В + Wy G 
RF, AL, В, ЯП C, 都 为 W3 点 DFT。 它 们 分 别 是 (xo, Xy, Xo. сз, хуз), 
(х1, X4, ху, `, хү) ЖП (x5, Xs, Xg, ©, хур) 的 DFT。 因 此 这 文 几 个 子 序 
列 以 N/3 为 周期 有 


F _ (k+N/3) 2(k +N/3) 
X, NAT =A; +W, В! +W; сї 
F 21/3 j4T/3 2k ыла 
_ -j2. - jdm. 
=A +e W.B; +e Wy сї 
Е ЄТ: (Е+2№/3) pF 2(k 2/3) AF 
Х iow =A, + Wy B, T Wy C, 
(3. 18с) 


=A, +e FUP W ВЕ +e PO рст 
а” N k k 


W = exp =" s = ехр( – 21/3) H WT = WW? = W^ 


X (3.18) XF k=0, 1, =, Tir. 重复 这 一 过 程 直到 原 序 列 分 解 为 多 个 
3 点 序列 。 则 式 (3.18) 用 矩阵 形式 表示 如 下 
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F F 
X A 

k 1 1 1 k 
F -m/3 —j4m/3 k pF N 

= рт Ит, = aes - 

ane FIL e e W.B, k=0, 1, 3 1 
F ] e 93 e7973 wt 
k+2N/3 N “k 


X (3.18) 的 流 图 如 图 3.11 所 示 。 将 序列 |x(n)| 分 解 为 以 下 3 个 序列 : 
(Xo, X3, Xo, с, XN_3 ) ， (xi, ХА, х7, с, XN_2 ) ， (x2 ， Xs, Xs, с, XN-1) 每 个 序列 长 
—3TI— —3TI— —JTI— 度 为 МЗ 


X, 的 频率 分 辩 率 为 万 = xc 

дү, B, ROC, БНН ре NT A 

频率 分 辩 率 不 变 ， 时 间 分 辨 率 从 3T AT 
变 为 7， 因 此 该 算法 称 为 时 域 抽取 法 
(DIT)。 将 这 些 序列 中 的 每 一 个 进一步 ”wiBr 
分 解 为 3 个 N/9 点 序列 ， 并 一 直 重 复 这 一 
过 程 直 到 得 到 3 点 序列 。 这 就 是 基 -3 wi cE 
DIT -FFT。 与 基 -2 DIT - FFT ЖД, № 











kz0,1,--, m -1 
点 DFT(N=3!) 由 3 点 DFT 开始 ， 自 下 1 
上 逐步 实现 。 所 有 基 -2 算法 的 优点 对 图 3.11 式 (3.18) 的 流 图 


于 基 -3 算法 都 成 立 。 
3.5 基 -3 DIF -FFT 


与 基 -3 DIT -FFT AWM, `4 N 23'(1 是 整数 ) 时 也 存在 基 -3 DIF - FFT 


算法 。 
DFT 
N-1 А 
X, = > Wy k = 0, 1, Ut, N-1 (3. 19a) 
IDFT 
Te n=0,1,°",N-1 (3. 19b) 
N £7 0 
DFT 
(N/3) -1 (2N/3) -1 N-1 
X = X xW + X хт У x, W (3.20) 
п=0 i n -N/3 I n -2N/3 I 


(SI, П, ШУК (3.20) 的 3 个 求 和 项 ) 
A SRA П п =m + №3, RMHP n=m+(2N/3), WA 
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(2N/3) -1 r (N/3) -1 € Du C i 
II x > x, WY = > Xm+N/3 Wy = Wy > Xm+N/3 Wy 
п = N/3 m=0 m=0 
(3.21a) 
` Q "Qa (m42N/3)k Ona RT k 
nk m+2N, " : mk 
Ш = > Xn Wy = > Xm +2N/3 Wy = Wy > Xm +2N/3 Wy 
n=2N/3 m=0 m=0 
(3. 21b) 
其 中 
(N/3)k _ -Q"N,) ..paws 
W; -ew[ N 3 J =e 
(2N/3)k _ —j272N,)\_ _дтьз 
Wy -ew[ N 3 k)=e ' 
因此 式 (3.20) 变 为 
Ë (N/3) -1 . " 
X, zi 2. Га 二 e PTO y cus 二 gr +2N/3 ] Wi (3. 22) 
n=0 
AHS k=3m, k=3m4+1, k=3m+2 (其 中 m=0, 1, =, (N73) - 1), WA 
Ë (N/3) -1 
Ху = > Lx, 十 Xana 十 X,+2N/3 ] Y (3. 23a) 
n=0 
BIA (x, tx, sa tw, awa) 的 M3 点 DFT, n=0, 1, =, (N73) -1。 
É (N/3) -1 i . 
= 2 |[x, + (е ) х, ga + (е a, uA ]W E Wu —(3.23b) 
即 为 [2, + eu )х, ууз + (e nn ) X, «2N/3 ] ША 的 N/3 Li DFT, 
类 似 地 
(N/3) -1 . | 5 
am n 2 | EP + (e ss )x,,.NA3 + (err )x,,.2NA ] Wy | Wr (3. 23c) 


即 为 [x, н(е) ua (етт) oa] v 的 N/3 点 DFT, 

基 -3 DIF -FFT 可 利用 这 三 个 W3 点 DFT 实现 。 

每 一 个 N/3 点 DFT 的 求解 均 基 于 N/3 点 序列 的 线性 组 合 。 重 复 上 述 分 解 过 程 
直到 获得 3 点 序列 。 

3 个 N/3 点 序列 (А, (3.23)) 如 下 所 示 : 


1 1 1 X, 
n - 21/3 -j4-m/3 
Wy (1 е7 e ) Xn N/3 n=0, 1, …, 了 -1 (3. 24) 
2n = }41/3 - }2т/3 
W, (1 e^" e^ ) Xn +2N/3 


st (3.24) 可 以 用 图 3.12 给 出 的 流 图 描述 。 式 (3.23) 给 出 了 基 -3 DIF -FFT 算 
法 。 例 如 , XD 是 (x, xia tx. awa) 的 3 点 DFT, m =0, 1，…，(MW3) -1。 
将 原始 序列 的 N 个 样本 点 x, ， 重 新 组 合 为 如 下 的 N/3 个 样本 点 , n=0, 1, =, N-1: 


S9 














图 3.12 式 (3.24) 的 流 图 


| (xo Xs 243) » (Xi Xy 41 t Xon 41) » 7» Ray -1 * Җодзу-1 #®у-1)} 
则 这 N/3 个 样本 点 的 时 域 分 辩 率 为 7， 而 МИЗ 点 DFT 的 频 域 分 辨 率 为 
1 3 
(N/3)T ^ NT 3 o 

对 于 N x РЕТ, ЖОРУ Т/М = fo. 

从 N/3 点 到 NN 点 DFT 意味 着 频 域 分 辩 率 降低 了 3 倍 ， 即 从 3 万 降 至 万 ， 而 时 
域 分 辨 率 保 持 不 变 。 因 此 这 一 算法 称 为 DIF - FFT。 易 知 通 过 在 每 一 步 进行 适当 的 
分 解 操 作 ， 即 可 实现 基 -3 DIT/DIF -FFT 算法 。 图 3. 13 给 出 了 当 N=9 时 基 -3 
DIF - FFT 的 算法 流程 。 基 -2 DIT - FFT 和 基 -2 DIF - FFT 算法 的 所 有 优点 对 于 
基 -3 FET 算法 同样 成 立 。 











XX 
X 











3.6 NN 为 合 数 时 的 FFT 


MON 为 合 数 时 ， 存 在 混合 基 DIT -FFT，DIF -FFT ЯП DIT/DIF - FFT 算法 。 令 
N =pipz "р, =p191, di EP2P3 P, = P225. 42 =P3P4 "P, 
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以 N=12 为 例 ， 这 一 过 程 描述 如 下 。 
[ 51) N=12, p, 23, ф =4 
N=12=3 x4=3 x2 x2, N-p,q, 
为 求 出 DIT - FFT， 将 12 点 序列 分 解 为 


(xo, Xi, X5, X35 X4, х5; Xo , х7, х, х9, X10 » xq) 





(хо, Хз, 6, Xo) , (x, X4, X7, Xio), (x5, Xs, Xg, xq) 基 -3 





(xo, xg), (x3, Xo), (x1, ху), Gas x0), (x2, xg), (x5, Ep) 其 -2 
这 是 基 -3/ 基 -2 DIT -FFT 算 法 ， 具 体 算法 的 实现 参考 前 文 介 绍 的 基 -2 和 基 -3 
算法 。 

为 求 出 DIF - FFT， 将 序列 分 解 为 


(хо, Xis X5, X3, X4, Xs, XG, X7, Xg, Xo, Жүр, хп) 





(20, Xi, X2, X3) (д, Xs, Xg, X7) (98, Xo, Xio, Xj) 基 -3 

(xo, X1) (x2, x4) (x4, Xs) (xg, %7) (g, Xo) (Xio, хп) A -2 
这 是 基 -3/ 基 -2 DIF -FFT 算法 。 通 过 在 每 一 步 选 取 适 当 的 分 解 方式 ， 则 可 实现 
基 -3/ 基 -2 DIT/DIF 算法 。 





3.7 d&-4 DIT -FFT 


当 序 列 的 长 度 N =4" (n 为 整数 ) 时 ， 可 以 推出 基 -4 DIT — FFT 和 DIF - FFT 
算法 。 与 前 文 类 似 ， 序 列 x, 的 NN 点 DFT 如 下 , n=0, 1, +, N-1: 





E х Wy = exp (= т) 二 


n=0 


类 似 地 ，IDFT 为 
N-1 
= YX n20,1,—,N-1 (3. 25b) 
N £26 
式 (3.25a) 可 以 表示 为 


N/4-1 N/4-1 N/4-1 N/4-1 


nk (4n4l)k (4п+2)Е (4n+3)k 
> X4n Wt + > X4n41 Wy + > X45 42 W 十 > X45 43 Wy 


n=0 n=0 n=0 n=0 


(3. 26a) 
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N/4-1 N/4-1 N/A- 


1 N/4-1 
F k k : k k k 
X = | > x, Wy | 十 W. [ > xa Wy ) F v [ > хә We | 十 We [ > Aaa We | 
n=0 n=0 


n=0 n=0 


(3. 26b) 
XX (3.26b) 可 表示 为 
F F k pF 2k AF Bk pF 
X =A, +W B, +С, + Р, — kz0,1, +, N-1 (3. 27а) 
RP, Ar. Br. СЇ 和 Di 为 N/A 点 DFT， 因 此 它们 均 以 N/4 为 周期 。 于 是 


k^ 


F _ АЕ й+у pF 2(k+T)pF 3 (+) 
X waa, +W, "B M eq oe D 











k 
-AF — aw BF -WCE uy) pr k=0 1. .-. Na (9:270) 
р y) mag EP уд S. eae LT E 
类 似 地 
F F k pF 2k AF 3k pF N 
X... x 7A, - WP, +С, -WID. k=0, 1, =+, 47} (3. 27с) 
F F av pF Qk AF .Bk БЕ N 
X, s - A, +В -W C 一 有 D. k=0, 1, ^, 4-1 (3. 27d) 
X (3.27) 可 以 用 和 矩阵 形式 表述 为 
r F r - F 
X, 1 1 1 1 A, 
F š А k pF 
X, wA 1 =j -1 3 WB, N 
i = e k-0, 1, А a (3.28) 
X, +N/2 1 =1 1 =1 Wy C, 
F 3k pF 
LX, ana L1 j -1 -j LW), 
该 流 图 如 图 3. 14 所 示 ， 该 过 程 需要 3 次 乘法 和 12 次 加 法 。 














图 3.14 由 4 个 MW4 点 DFT 得 到 N 点 DFTZ 





将 原始 N 点 序列 (采样 间隔 为 7) 分解 为 4 个 N/A 点 序列 (这 是 一 个 迭代 的 
We), ah ira: 


| Xo, Xis X5, X3, X4, X5, ``, XN-35 N-29 Xy 4] 
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F 
4, 


Xo, X4, Xg, Xp, 


I lascia sula {Хал +з} 


Е Е Е 
B, C, D. 
e} |х, X5, X9, X35 sie] das X6, Xj], X14, «Ha, X75 Xil, X15, 


4 + N/4 fi DFT (N 24") 


F 
A, 


n=0, 1, 


, 


N 
4 


1х0, X45 Xg, Хр, X16, X20, X24, Xog, X32, X36, X40, X44, X48, №52, №56, 


F 
E, 


14g, X16, X35, 48, | 


4 Ж N/A Fi 


一 | 4Т1 — 


F F F 
F, G, H, 
Р | L n | 
SIT X59, X36, 1525 б}, Хд, X495 X56, "ар, Xag, Хад, Xeo | 
一 | 107 | < 


DFT; Ej, Fr. б, ПН, H N/16 Ñ DFT, Hr ЕГ, Fr, G MH, 得 到 


省 。 重 复 这 一 过 程 得 到 其 余 的 3 个 N/4 点 DFT Br, Ст AMD 。 该 过 程 类 似 于 基 -3 
DIT -FFT ( 见 3.4 节 )。 
下 面 以 N =64 为 例 介 绍 基 -4 DIT - FFT 的 实现 方法 。 


0 


第 1 步 


Mos Хдо fgs pst 


LA 


{xo， 


Xis 


X5, 


X3, 


Xios X145 "77, Xo | 


F 
D, 
oy Жез | 


Хуу, X45, 


NUI cs d ч “> 
‚ X60) 15р, 455 Yo, 1135 


上 
X, 


б Bers 122, 16, Mos TM 





i | y " y m^ 
s t621 113, #7, Хур» #15, 


Y y P Р 7 " " К " | 
‚ 155, 25623 157  T58 + 259, 160: 1613 762» 63i 


| 
y +63 i 


F F 
E, F 

| Xo ， X165, X32, wag |， PM X205, X36, X5, | 
F F 
G H 
k k 

1х8, Ход, X40, 56, (хр, Xag, X44, Xo | 
F F 
1, J, 

(а, Хуу, X33, о}, {х;, Хәр, X37, X53 | 
F F 
K L 
k k 

| X9, X55, Ха, Хут}, {х\з, X595 X45, х6 | 
Е Е 
M, N, 

122, Х18, X34, Ж}, {җ%, Х22, %38 5 xs4 | 
F F 
O P 
k k 

| X10 , X265 X45, Xsg | , i14 ， X30, X46, Xo | 
F F 
Q, R, 

123, X19, Х35, xsi lo 1х7, X23, Х39, X55 | 
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F 
бү Т, 
EXP Хуу, X43, X59 | , (215, X315 X475 Xg3 
(N 264) X 
F F F F 
(N=16) A. b. C, D. 


上 上 К F F F zk Е F F F F F I dU К 
( N=4 ) E, F G, H, L Ј, K L, M, № О, Р, Q, К, 5, Т, 
严 ， 严 ，…， 严 为 4 点 DFT， 因此 不 再 进一步 分 解 。 
N 点 DFT (N=4", m 为 整数 ) 


| xo ， Xis X2, X3, X4, X5, "t", Xwy.3, %N-25 XN-1 





— Tk— 
万 = yz UB RE 


[Xo , X45 Xg, Xp, ehia, Xs, Xo, Хз, ЭҢ, X6, Xios X45 Наз, X75 Хуру 15, 77 


47 K«— 一 站 4 了 |* 一 —341A4T«— 一 站 4 了 |* 一 
D v rp -= =/。 
N NT 
ATO. 
4 
TER N 点 DFT 的 过 程 中 ， 甚 频 域 分 辩 率 不 变 ， 但 是 时 域 分 辨 率 减 少 了 4 倍 。 


因此 这 是 DIT - FFT, 
4 点 DFT Jy 


3 
№ = Уй, k =0,1,2,3 (3.29) 
W, =e P74 =е "02 = j, WO =l, W = -1, W =) 
= 
1 1 1 110 
1 -j -1 d |1 
, k=0, 1,2,3 [W*]= 
я Г Е 
1 j -1 en 3 
(4x4) DFT R 
将 各 行 按 反比 特 顺 序 排列 ， 有 
1 1 1 1 1 1 
ER 
Г То = l -1 1 -10_|1 -1j. E ie E aoe | 
pw J sx j 1 b i -[4] 
1 
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4 点 РЕТ 的 流程 图 如 图 3. 15 所 示 。 











图 3.15 4 点 DIT -FFT 流程 图 
【 例 】 N=16 时 的 基 -4 DIT -FFT 


Р 
X, 


| Xo , Xj, Xa, Хз, X4, Xs, Xg, Ху, Xg, Xo, Ху, Хур, Хро, Xia, Xi4, Xis i 





PER! р 
| Xp, х4, Ñg, хр | XL, Xs, Xo, X31 1X2, х6, Xios хц) (23, YT, рр, X15 


以 上 四 个 都 为 4 DFT. 


3 
F nk y y^ 
x, = > Xan W. + v. | NL, | +w Al Yasal; | 
n=0 


n=0 











А (3. З0а) 
+ Ww. (Xs y | 
x = AF +B. + WiC + WD. k=0, 1, 2, 3 (3. 30b) 
xt (3.30) 的 矩阵 形式 为 
И" u - oF 
X, 1 1 1 1 A, 
F I I 
dS 1 -j -1 j WB. 
н = 2: k=0, 1, 2, 3 (3.31) 
АЁ 1 -1 1 -1 WC, 
F : ; 3k 
Ae LI J -1 -j р, 


2 
+ 


3 
nk 
A, = A k = 0,1,2,3 
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A, [1 1 1 1 ] xo 
A| 1 -j -1 j | 

r l= (3.32) 
А, 1 -1 1 -l| zs 

F 

4&4] 1 j -1 -va 


图 3. 16 Bras Hi EH Тх—3Ч7н„ AWW, ВЕ, СҮ 和 D! AIDS. (ау, xs, хо, 
Xi | 、 | X5, X6, X10, Xj] 和 1%3 5 X7, Xp, х15 | 的 4 点 DFT ( 见 图 3. 17)5 
输入 数据 变换 数据 

















图 3.17 16 点 基 -4 DIT - FFT 
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At : Xj 

F > F 

m 4 点 DFT 

ct От S xj 

DF 16 xE 

1 w3 13 
16 


图 3.17 16 点 基 -4 DIT-FFT (Ж) 
3.8 基 -4 DIF - FFT 


类 似 基 -4 DIT-FFT, "4 N =4" 时， 可 以 推出 基 -4 DIF - FFT: 





N-1 
F nk 
X, = УУ, k=0,1,.,N-1 


2 2d 了 4 -1 (3.33) 
= Zawi + Zawi $ 25 v. n X. nA 


п= п= nai 


AAAI, ID. ШАУ oe 中 的 4 个 求 和 项 。 
ЕА Ші nome Млет, ШП, MVEK 


4 БА 
Na Al 、 Xi а 
nk m+ ak nk y 
SR E È tni wt 1) 一 И, У, х. = (Dt Dual 
nay m= n= n=0 
(3. 34a) 
1 maa . х1 -1 
У ху 一 У а ni = VI Y а, v. = (= D Ert V. 
n-y ne 
(3. 34b) 
类 似 地 
ma 
N-1 
У, vv = (Y sa (3.34c) 
3N nz À 
m= 
将 式 (3.34) Ast (3.33), ， 得 
F N k 
X: = > x, + (7 D'un + C7 D nsus + GI as] WS (3.35) 
AL- u . N lI 
Ф Е=4т, m=0, 1, +, 7-1, 则 有 
-1 
X, = У, [x, tx," E x] Wa (3. 36a) 





n=0 
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即 为 [х +x N +X fed, 3] 的 N/4 点 DFT。 


nta n5 


令 式 (3. icm 则 有 


25-1 


N-1 
F = п(4т+1) п(4т+1) п(4т+1) п(4т+1) 
dis a 5 x, у + x SV. + x. aWy + > x, Wy 
n=0 „23% 
=3 74 


V + И + Vl + W 


(3. 36b) 
V. М, WRIT IER 4 个 求 和 项 。 


SV a 2m + WH а= т +2. ШФ п-т +38 则 式 (3. 36Ь) 变 为 














4? 2° 4" 
Xa 
es = > C, = ju = Xn44 + Jx, 3% V. ) тл" (3. 36c) 
п=0 
即 为 ([x, = Xn+4 Zin + j%n et |W ) 的 NP 点 DFT, 
SR D 35) 中 =4m+2。 类 似 前 文 的 分 析 ， 有 
N 
T! 
А ae = -Fd X44 + x,,2 5 һзу ¥] Wy ) WE (3. 36d) 
即 为 (Га, 7x, N x,,2 2x,,22] W) О МАА А "РЕТ, 
А50 (3.35) fees 类 似 前 文 的 分 析 ， 有 
N 
471 
Eus = Es timo mp map) WE (3. 36e) 





BD (Га, eus ox, men] Wy). 的 M4 点 DFT。 
总 而 言 之 , 一 个 入 点 基 -4 DIF -FFT 可 以 由 4 个 N/4 点 DFT 推导 出 来 。 每 一 
个 N/4 点 DFT 都 是 原始 NN 点 序列 的 一 种 线性 组 合 。N 点 DFT 为 





N-1 
= Ya Wy k=0,1,.…,N-1 











Na 
4 
F nm 
Xx, = > (5, + x, 十 %n+ + x, Ain ]Wy (3. 37a) 
N 
41 
F а | n nm 
P ыл > o, = JAn — x, N + Jx, N Wy х (3. 37b) 
N 
4 
F 2n nm 
Хамо = 2 ([x, mmu xu — ul Wy ) Wa (3. 37с) 
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F : > Р Зп nm 
А nid p > (Lx, + ЈА 4a — X543 Е Xna? s] W )Wy 
n=0 


RII 














3. 37d 
matita ей Md 
= , 9, , 4 
以 上 这 些 都 是 N/4 点 DFT ( 见 图 3. 18) 。 
x(n) XF(Am) 
x(n+ i XF(4m42) 
x(n+ 3) XF(4m+1) 
x(n+ Mu XF(4m+3) 
13. 18 R (3.37) 8 Н (m, n=0, 1, =, 全 -1; N=4) 
将 上 述 4 个 N/4 点 序列 用 下 列 形式 表示 
1 1 1 1 X, 
W, (1 =j -1 j) X, + N/A N 
Е п=0, 1, =, —-1 (3.38) 
W (1 -1 1 =1) Xn+N/2 4 


N 
wy (1 j -1 -j) Xn +3N/4 
MJ N DET 可 由 以 上 4 个 N/4 点 DET 得 到 ,每 一 个 N/4 点 序列 又 可 以 由 上 述 过 程 
形成 。 不 断 重复 上 述 过 程 直至 得 到 4 点 序列 ( 见 图 3.19 和 图 3.20)。 基 -4 DIT/ 





























原始 序列 变换 序列 
x(0) L— xto) 
x(2) FFT m XF(4) 
x(3) | x*(12) 
x(4) L— xto) 
x) Si. qon 
*(6) pr [| 46 
x0) |— ХР(14) 
x(8) Ж — xta) 
x(9) — XF(9) 
x(10) FFT | Х%(5) 
x(11) | — XF(13) 
x(12) уз) 
x(13) ka — XF(11) 
x(14) rT MO 
x(15) + > ^i [— XF(15) 








W x AF(15) 
图 3.19 xt (3.37) 中 的 16 点 DIF -FFT 流 图 (4 点 DIF - FFT 见 图 3. 18 或 见 参考 文献 [A42]) 
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DIF - FFT 可 以 通过 在 任意 步骤 甚至 每 一 步 混 合 DIT/DIF 算法 得 到 。 用 类 似 的 方法 
可 以 实现 以 基 -6 和 基 -8 的 DIT -FFT、DIF -FFT 及 DIT/DIF -FFT 算法 。 



























原始 序列 变换 序列 
x(0) — r— XxF(0) 
x(4) —4 um [— ХЕ(8) 
x(8) —] FFT [| ХОЙ) 
x(12) — ——— xF(12) 
x(1) — — XF(2) 
(5) — um ks L— x*(0) 
x0) — FFT FFT [X0 
x(13) —— ——— XF(14) 
x(2) —À m XF(1) 
x6 一 一 4% 4 点 LL xh) 
DIF DIF " 
x(10) FFT FFT Х (5) 
x(14) —34 m xF(13) 
x(3) —] Wi m~ XxF(3) 
=) r m [— XF(1l) 
х1) ЕЕТ 743 FFT X 
x(15) — 上 一 Еа — x*(15) 





图 3.20 16 点 ПЕ -FFT 流程 (为 避免 连 线 混 乱 ， 图 中 只 连接 了 1 个 蝶 形 算法 ) 








在 OFDM 系统 中 已 经 实现 了 基于 基 -4 DIF -FFT 的 高 速 FFT 处 理 器 。 该 处 理 
am HI LACE 42MHz 的 频率 上 工作 ， 并 能 在 биз 内 完成 256 点 复 FFT。 


3.9 DRE FFT 算法 


我 们 已 经 讨论 了 基 -2 和 基 -4 DIT/ DIF 算法 。 将 两 者 结合 使 用 则 形成 了 一 种 
新 的 算法 ， 称 作 分 裂 基 FFT 算法 (Split - Radix FFT, SRFFT) 589), jx 28 3 
有 许多 优点 ， 比 如 在 27 算法 中 具有 最 少数 目的 加 法 和 乘法 等 。 该 算法 基于 下 列 观 
察 结 论 : 基 -4 算法 对 于 奇数 DFT 系数 更 有 效 ， 而 基 -2 算法 对 于 偶数 DFT 系数 更 
有 效 。 具 体 描述 如 下 。 

对 于 N=2”", Nu DFT 可 以 分 解 为 


X'(2k) k=0, 1, =, 





-1 


Sz 


X" (4k - 1) XF (4k 3) kz0, 1, =, —-1 


N 
4 
Bp 

(N/2) -1 


N-1 
XF(2k) = Y, (п) + X xn) W (3.39) 
n=N/2 


n=0 
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对 第 二 个 求 和 项 中 的 mn 进行 变量 代 换 ， 令 n=m +, Ж (3.39) 可 以 表示 为 
(N/2) -1 
rop. 之 [so +< [a+ X)W eue -1 (3.402) 


上 式 是 一 个 N/2 DIF -FFT。 类 似 地 ， 使 用 基 -4 DIF -FFT， 有 


X"(4k +1) = X (po = (а (а + AY). [n +3) |е) VW» 


4 2 
(3. 40b) 
以 及 
F S : N NY : эп yy 
X (4k +3) = » (x(n) + ju(n + X) - a(n + 2)-is(o +N) ре v NA 
k =0,1, =, $ -1 (3. 40е) 


这 两 项 均 为 基 -4N/4 点 DIF - FFT。 继 续 分 解 可 以 最 终 求 得 N 点 DFT。 分裂 基 算 法 
的 计算 复杂 度 比 基 -2 和 基 д ИК З 。 

Yeh 和 Jen! 9?: 发 明了 用 于 实现 SRFFT 的 流水 线 结构 ， 这 一 结构 同样 适用 于 
VLSI 实现。 其 目的 是 为 OFDM 中 的 应 用 设计 高 效 (高 速 ) 和 低 功 耗 的 FFT。OFDM 
目前 已 被 欧洲 数字 无 线 电 /音频 广播 标准 (BI DVB -TADAB) 所 采纳 。 其 他 OFDM 
中 的 应 用 包括 : 无 线 局 域 网 (Wireless Local Area Network, WLAN)、HYPERLAN/2 
系统 、 第 四 代 蜂 窝 网 电话 及 新 型 WLAN 系统 等 。 这 一 流水 线 结构 具体 见 参 考 文献 
[09] 及 其 参考 文献 。 

参考 文献 [019] 介绍 了 一 种 新 的 技术 一 一 分 解 部 分 传输 序列 (Decomposition 
Partial Transmit Sequence, D -PTS)。 这 一 技术 在 降低 OFDM 信和 号 峰值 -平均 功率 
Ш (Peak -to - Average Power Ratio, PAPR) 的 同时 , 减少 了 乘法 运算 的 复杂 度 。 
为 了 产生 PTS, FFT 内 部 计算 了 多 个 变换 。 基 于 低 复杂 度 IFFT 的 降低 PAPR 的 算法 
详 见 参考 文献 [019], 


3.10 用 德 阵 分 割 技术 实现 快速 傅 里 时 变换 (FFT) 和 快速 二 
进 制 傅 里 时 表示 (BIFORE) 变 

















和 矩阵 因 式 分 解 技术 已 应 用 于 实现 快速 传 里 叶 变 换 (FFT) 和 快速 二 进 制 传 里 叶 
表示 (Binary Fourier Representation, BIFORE) 变换 (FBT)。 同 样 ， 和 矩阵 分 割 技 
术 也 可 用 于 实现 ЕРТ Al FBT 算法 。 利 用 矩阵 因 式 分 解 实现 РЕТ 和 FBT 的 算法 有 很 
ZAM TOTS) 。 这 里 我 们 的 目的 是 在 计算 传 里 叶 系 数 和 BIFORE 系数 的 过 程 中 ， 研 究 
能 够 降低 复杂 度 的 矩阵 分 割 技术 。 
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3.10.1 FERED EIR 


一 个 以 NN 为 周期 的 序列 x(n) = 1x(0) , x (1), =, xCN 19]. (EB, x(n) 
和 “T” 分 别 表 示 列 向 量 及 转 置 ) 的 BIFORE 变换 或 哈达 玛 (Hardmard) ZE 
8118.171 (BT 或 HT) 定义 为 
В,(Е) = UO ]x(n) (3.41) 
str, B.(k) 为 BIFORE AM, k=0, 1, =, N-1; g=log,N; [H(g)] 为 一 个 
(NXN) 大 小 的 哈达 玛 矩 阵 [86( 第 15 页)] ， 可 以 通过 以 下 过 程 逐 渐 构 建 : 


onl Woi 1), Сиа] = i) Taal] 


[H(1)] -[H(1)] 
[[H(g-1)] [H(g-1)] | 
LL A(g-1)] -[H(g-1)] 











[H(g)] = 


(3.42) 
AB E Ay 88] AR Н 268 НО Jy SX ok a BH. ZE N =8， 用 式 (3.41) 和 式 
(3.42) B (k). [H(g) ] 和 x(n) 分 割 如 下 : 


B.(1) li -1 pops wi 





























В,(4) | lpi 1 i 11]: [1 1 1 1 х(4) 
B.(5) L1 4] | 4] L1 И Ë 4] x(5) 
B,(6) rl L 13-3 1 1 1|x(6) 
BD] Lli 4] “| alil 4] I | 4] aD 
(3.43) 
X (3.43) 的 结构 暗示 可 以 继续 分 割 矩 阵 以 获得 下 列 等 式 : 
В,(0) rfl 1 | [oí | 7000) +х(4) 
B.(1)| |||1 -1 1 -1||x(1) +х(5) 
B(2)| 8|[1 1 | ait 2 | x(2) +x(6) 
B,(3) LLI -1 [1 -14 5 x(3) +x(7) 
(3. 44a) 
Fa 1 | p 3 | [x1 (0) 
1|1L1 -1 1 -1||zxi(1) 
вг | b d | x, (2) 
[|1 el [1 =1 (3) 
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B,(4) rrl 1 [it pee xo 
В,(5)| 1[[1 A 11 A x(1) -x(5) 
B(6)| 8 [1 1 | a l | x(2) -x(6) 
B (7) LLI -1 1 -1JJLx(3) -x(7) 
_ (3. 44Ь) 
rrl 1 | ‘ie | xı (4) 
ll -1 di -alfa 
2S8|p1 1 [t 111906 
[|1 x ld ‘| Ln (7) 
MEL 1 | x, (0) ME af! 1 L as 
BA 811 1101) 9G) 811 =ila Gi а 
НЧЕ 1 | x, (0) elu xpi. 3 I то 
LB,(3)] 811-1 x (1) -x (3) 1 -1JL%,(3) PW 
р 1 | xi (4) | лї d lows {8-46 
B(5)] Bl1 -ilaan Sle 4 (57 an) 
КИЕ 1 | x (4) lei afi 1 F ) (3. 46b) 
LB,(7) 811 -1 xı (5) -x 07) SIX -1 Lx5 (7) | 
B.(0) =-р1х›(0) ex (D) | og (0). В,(1) =--1х,(0) - 0) ] m s (1) 
В,(2) =+ las (2) (0 Ee (2) В,(3) = 于 lza(2) -x (3) | =+ (3) 
В,(4) el (4) +m (5)} =E (4) B,G) =+ |x 0) x 0) | e qp G) 
В,(6) =+ las (6) +®,(7)} =-+%(6) В,(7) =+ |x (6) 2 0) } eps CD 
(3.47) 


上 述 一 系列 计算 过 程 如 图 3.21 Bros , ER Y 1/8 的 常数 乘 子 ， 











计算 BT 所 需 的 算 


术 运 算 的 总 数 (实数 加 减 ) 为 8 x3 =24， 对 于 更 一 般 情 况 为 Nog,N， 而 式 
(3.41) 则 需要 № 次 运算 。 


3.10.2 DFT 算法 


和 矩阵 分 





X"(k) 


n=0 


N-1 
= У х(п) W 


割 技术 也 可 用 于 DFT 16. ХХ 2: 


k =0, 


lle, 


, x(k) 的 DFT 为 


N-1 


(2. la) 
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RP, Wyse PMN; j= /-1, ЖИ ЕШ УМ" =w WOO =-, MJN =8 
时 的 DFT 可 以 表述 为 (此 处 W = W) 
[和 (0)] gpl 1 1 1 1 1 1 Fx(0) 
X'(1)| ol W W W -1 -wW -W -W |1) 
X'(2)| El W -1 -W 1 W -1 -Wi|x(2) 
x'(3)|o01 W° -W -W -1 -W W -W|z(3) 
X(4)| El -1 1 -1 1 -1 1  -1]z(4) 
Xr(5) | O1 -w 0 -W -1 W -W W |x(5) 
XF(6) | Ei -W -1 W 1 -W -1 wW |x(6) 
lem] 91 -天 - ws -1 PW P Lx(7) 
(3. 48) 
式 中 , ELO 分 别 表示 中 间 点 的 偶 向 量 和 奇 向 量 。 然 而 这 样 的 表示 方法 并 不 能 降低 


计算 复杂 度 。 这 里 的 技巧 是 对 式 (3.48) 进行 与 





排列 Вр 

XF(0)] T P 1 | | 1 | 

Х (4) 1 -1 1 xl 

X* (2) Ë w | А w | 
Х'(6)| |11 -w 1 -W 
XFL) | 

X*(5) 

X" (3) Ë W° | ар w | 
xm] М1 -w 1-01: 











[XP (Ck) 类 似 的 反比 特 顺序 重 





| | [x(0) 
“TS a) 
W | x(2) 
-WJ | (3) 
W x(4) 
i x(5) 
y? x(6) 
Tu] Lx(7) 
(3.49) 


可 以 观察 到 ， 式 (3.49) 和 式 (3.43) 在 对 称 结构 和 方 阵 分 割 方式 两 方面 具有 相 
似 性 。 两 者 的 差别 在 于 “加 权 因 子 ” 不 同 ,在 FFT 中 为 41 和 +W,， 而 在 FBT 中 
仅 有 + 上 1。 对 式 (3.49) 重复 式 (3.44) ~ (3.47) 所 描述 的 过 程 ， 则 可 以 得 到 相 
应 的 FFT 流 图 ( 见 图 3.21)。 计 算 DFT 总 共 需 要 Мов, № 次 运算 ,包括 复数 相 加 和 


相 乘 。 





类 似 于 和 矩阵 的 因 式 分 解 ， 和 矩阵 分 割 也 能 够 降低 BT 和 DFT 过 程 的 计算 复杂 度 。 
这 些 技术 ( 因 式 分 解 和 和 矩阵 分 割 ) 均 可 拓展 到 其 他 变换 中 去 '™] (UL 3.3)。 


乘 数 








表 3.3 图 3.21 所 示 的 al а,, ，…， 


ВТ 2[6,(3)] 


а, 的 取 值 (W=W,) 
СВТ -[6,(3)] 





а 


а 


=1 


1 








) 





=] 
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(Ж) 
乘 数 BT=[6(3)] CBT=[G,(3)] DFT 
аз 1 1 y! 
а -1 -1 w? 
as 1 1 y? 
а -1 -1 wt 











CBT = complex BIFORE transform 
基于 图 3.21 AURA T E F. 


输入 数据 变换 数据 
x (0) x2(0) х3(0) 


B,(0) 





B,(1) 









B,Q) 






x) 12,3) «a x BAS) 


/\ x4) x2(4) ху(4) 








х(4) КР. B,(4) 

x(5) » В„(5) 
WS xq5)4, — X3) 

x(6) aww a х2(6) х3(6) В,(6) 

х(7) _ B,(7) 





> > 
-1 эў A xXD o уул 


Al3.21 BT, CBT 和 DFT 的 快速 实现 流 图 (N=8; 对 于 DFT， 输 出 为 反比 特 顺 序 (BRO) ) 





3.10.3 BIFORE 变换 (BT) 


ы а a 0 [b] [b]: 


IN [5] =]. 
[G,(] = пш Taux ED EDI tbl IL] | 





(3.50) 
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3.10.4 Ф BIFORE 变换 (CBT) 











"P | 
Lou 
MN Ta. Y [,] [h]; 0 
| 1 j | №] -[5] i [4] [AJ 
12 к= "1 oo Been zs 
0 UN. JA :[5] jlb] 
1 1 
L ] -1 
(3.51) 
3.10.5 ЖИДЕ (SMF) 
TER, HERE W = Wy. 
将 (8 x8) DET 矩阵 的 行 以 反比 特 顺序 重 排列 为 
[1 ud. 
1 i 
TOU T 9 [bh] [h] ; 0 
TEE MR | [b] -IB [4] [L] 
DOW ш PC 
ТЕ Е РИ Hl ith) 
‘| W 
L 1 W 
(3.52) 


3.11 威 诺 格拉 德 傅 里 叶 变 换算 法 























与 快速 健 里 叶 变 换 (FFT) 相 比 ， 威 诺 格拉 德 全 里 叶 变 换算 法 (Winograd Fou- 
rier Transform. Algorithn, WFTA) 显 著 降 低 了 乘法 的 次 数 ; 而 在 许多 情况 下 А 它 也 
不 会 增加 加 法 运算 的 次 数 。 

WETA 是 Winograd 最 先 提 出 的 一 种 快速 算法 ， 下 面 举例 说 明 该 算法 。 


























3.11.1 5 DET ( 见 图 3.22) 


u= -2m/5 ј= М-1 
s; =x(1) +%(4) s,zx(1)-x(4) 5 =5(3) +х(2) 54 =%(3) -x(2) 
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55 2x(1) +х(3) 5 =x(1) 


ao =1 a, = (cosu + соѕ2и) /2 -1 


a, =j(sinu + 


mo =aosg Mı = а 85 


-x(3) 


$; 255 +54 sg =s; +x(0) 


a, = (cosu — cos2u) /2 


sin2u)/2 а, =jsin2u as =j(sinu — sin2u) 


M4 三 Q4S7 ms = 584 


Sg = mg + т 
$13 = m4 t т; 
$17 = $11 7513 


XF(0) =mo 


Sig = 59 +My 


$14 = 510 + 512 


m, = Q2 56 


тз = Q352 


31] 39—700: $42 —Л = Mg 


515 75410 — 512 516 SH +513 


AO. AQ) = $16 x3) -$4 Х (4) =515 





х(0) 














图 3.22 JH WFTA 计算 5 点 DFT 流 图 


3.11.2 7 点 DFT ( 见 图 3.23) 


u= -2m/1 


s; 2x(1) +x(6) 
55 2x(2) +х(5) 


$9 = 55 +x(0) 
$13 789 +54 


912 967795 


je 4-1 


$10 = 51 753 


s2 =x(1) -x(6) 
56 2x(2) -x(5) 


$11 = 53 


x(4) +х(3) з =х(4) -x(3) 


57 = 5] +5; Sg = 87 t $5 


53 


—Ss 51)=55—5| 


$14 7513 +56 515 =5) 7534 516 784 —56 


ау =1 ау = ( сози + соѕ2и + cos3u)/3 -1 а, = (2соѕи – cos2u – cos3u) /3 


аз = ( cosu – 2cos2u + cos3u) /3 


as = j( sinu + sin2u — sin3u) /3 


a, =j(sinu – 2sin2u — sin3u )/3 


mo = 0989 
тд = 4489 


Tig = 8517 


m, = 41 $8 


Т5 = 05514 


a4 = ( сози + cos2u —2cos3u) /3 

а =j(2sinu - sin2u + sin3u)/3 

as = jCsinu + sin2u + 25іпЗи) /3 
mz = 42510 m3 = а3$11 


Me = 46315 mM = 47516 


Ра 


$33 
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518 = mo t т 
$22 = 52] — M4 
$36 = 525 + T; 
$39 = $29 + Mg 


$34 — 522 T $28 


$19 = 54g +My 
$23 = $18 — 3 
$97 = Т5 — Me 
$31 = 520 +526 


$35 = $54 + $30 


$59 = $19 + m3 


324 


528 


= 523 + M4 


= $57 — Me 


532 = $20) — 526 


$931 = 518 Z Mh 
525 = ns t me 
$99 = ms — mç 


$33 = 522 + 528 


536 — 524 — $30 
X" (2) = $33 
XF (6) = $39 


xX" (0) = mo 
Х (4) = $35 


A05 = 531 
XF (5) = $34 


X* (3) — $36 




















> x 
< AS 
RIN 
LL ON UU 











用 WFTA 计算 7 点 DFT 流 图 








3.11.3 9 点 DFT ( 见 图 3.24) 


u= -27/9 j=V/-1 
si =x(1)+x(8) s =x(1) -x(8) 
55 =x(3) +х(6) 5 =x(3) -x(6) 


Sg = 5] +53 510 = $9 + 87 


$4 2x(7) +х(2) sy =x%(7) -x(2) 
55 2x(4) +х(5) sg =x(4) -x(5) 


511 = 549 +55 $15 7254, * x(0) 


$13 732 +54 84 73413 t3g 515 = 81 —33 516 733 — $7 


$17 7$; 751 Sig =S, — 84 $19 = 54 — Sg S20 = 58 — $5 


Q =] а= - = 


2 


as = (2cosu – cos2u — соѕ4и) /3 


а =jsin3 аз =cos3u —] a, =jsin3u 


as = ( cosu + cos2u – 2соѕ4и ) /3 
dg =j(2sinu + sin2u — ѕіп4и) /3 


ало =) ( ѕіпи + 2sin2u + ѕіп4и) /3 


a, = ( cosu – 2с052и + соѕ4и) /3 


ao = j( sinu – sin2 – 28іп4и) /3 


Mo = 80512 m, = Q1510 My = 05844 ms = 4385 
M4 = G4S6 ms = 5515 Me = 46516 mq = 47817 
Meg = GgS1g mo = 49819 Mio = 910520 
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521 = ту +m, 522 = $21 +m, $53 7855 + mo $54 7853 +My 
S25 = 593 — mo 526 = m + ma $5; = 526 + $21 S28 = $27 + ms 
$59 = S28 + Me $39 = $27 一 706 $31 = $30 + M7 $32 785; — ms 
533 = 532 — M7 $34 = ma + mg $35 = $34 + Mo 536 = m4 — mo 
$37 = 536 + Mio 538 = ma — Mg $39 = 538 — Mio $40 = 529 + $35 
S41 = 529 — $35 S42 = 53] +537 $43 = 531 — $37 544 = 533 + 539 
$45 = $33 T 539 
F F F F F 
Х (0) = mo X (1) 2549 Х (2) = 543 X (3) = $94 X (4) = $44 
Е Е Е Е 
Х (5) = 545 Х (6) — $55 X (7) = $45 X (8) = $41 
(3.55) 
XF(0) 
N70 
NS 
T 
A Х(7) 
А ro 
XF(6) 
XF(5) 
F 
=] Sg -1 509 ao mo —1536 $37 -l х0) 
3.24 用 WFTA 计算 9 点 DFT 流 图 





威 诺 格拉 德 DFT (HU WFTA) 的 计算 复杂 度 低 于 基 -3 ОЕ -FFT ( 见 表 3.4)。 
表 3.4 МЕТА 性 能 



































WFTA dk -3 DIF FFT 
DFT KEE N 
实数 乘法 次 数 实数 加 法 次 数 实数 乘法 次 数 实数 加 法 次 数 
5 5 17 - — 
7 8 36 — = 
9 10 45 64 74 
3.11.4 输入 为 实 序列 时 的 DFT 算法 
目前 ， 已 有 大 量 文献 研究 实数 FFT 的 高 效 算 法 [89,*8] 。 这 些 算法 大 体 上 可 分 


为 两 类 : 素 因 子 法 (Prime Factor Algorithms, 


РЕА) 和 公 因 子 法 (Common Factor 
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Algorithms, CFA), РЕА 适用 于 变换 长 度 N 可 分 解 为 两 个 或 多 个 互 素 因子 的 情况 。 
威 诺 格 拉 德 傅 里 叶 变换 (WFTA) 就 是 PFA 的 一 个 例子 ( 见 本 章 3.11 节 ) ， 其 应 
用 见 参 考 文献 [T1] 。CFA 适用 于 各 因子 非 互 素 的 情况 。CFA 的 范例 有 库 利 -图 基 
(Cooley – Tukey) FFT 算法 及 分 裂 基 算 法 。PFA 和 CFA 算法 均 基于 将 输入 数据 变换 
为 一 个 二 维和 矩阵 ， 并 使 该 二 维 DET 为 具有 最 少 旋转 因子 的 可 分 离 变 换 。 尤 其 是 
PFA 算法 ， 其 DFT 的 行 和 列 相互 独立 ， 且 不 包含 任何 旋转 因子 。 

我 们 考虑 的 例子 中 ， 长 度 15 可 以 被 分 解 为 5 和 3 两 个 互 素 的 数 ， 因 此 PFA Yñ 
用 。 现 有 两 个 可 用 的 PFA 算法 : Burrus 等 提出 的 PFA 算法 [82?1 及 ЕТА, WFTA 算 
法 使 用 素 因 子 长 度 为 N 的 威 诺 格拉 德 短 N 模块 作为 系统 的 基本 模块 。WFTA 算法 
以 增加 极 少 量 相 加 运算 为 代价 ， 来 达到 最 小 化 相 乘 运算 的 数量 (W phi (nest- 
ing) 过 程 ) 的 目的 [8L229]1。 然 而 ， 对 于 较 短 的 序列 (包括 15 点 序列 ) ， 与 PFA 相 
HE, МЕТА 使 用 的 相 加 运算 数量 相同 ， 但 相 乘 运算 更 少 。 因 此 ， 我 们 使 用 WETA Ж 
法 计算 该 15 点 FFT。 对 相关 文献 资料 的 调查 研究 ，15 点 实 WFTA 是 现 有 算法 中 复 
Zi BE ge IC 


3.11.5 威 诺 格拉 德 短 N DFT 模块 


威 诺 格拉 德 短 М РЕТ 模块 是 实现 更 长 WFTA 的 基本 模块 。 短 N 模块 定义 在 素 
数 长 度 上 。 下 面 我 们 通过 使 用 3 点 和 5 点 DFT 模块 实现 15 点 变换 的 过 程 来 说 明 短 
NN 模块 。 

威 诺 格 拉 德 DFT 模块 基于 一 个 素数 长 度 的 快速 循环 卷 积 算法 ， 该 算法 在 理论 
上 使 用 乘法 的 次 数 最 少 [842529,*5] 。 该 卷 积 算法 可 以 通过 Rader ERU? 映射 到 
DFT 上 ， 这 样 便 提供 了 对 于 素数 长 度 非常 有 效 的 DFT 模块 。 

用 数学 术语 来 说 ， 威 诺 格 拉 德 算法 获得 了 最 简 DFT 矩阵 分 解 。 其 中 使 用 参考 
文献 [A35] 中 的 矩阵 标记 法 。 分 解 如 下 : 

[Dy] = LSy ]E Cy] LU Ty] (3.56) 
XP. [D ]( =[F]) 为 NxN 大 小 的 DET HM; [Sy] 为 Wxj 大 小 的 矩阵 ， 其 
元 素 仅 包括 0、1、-1; [Cy] 为 JxJ 大 小 的 对 角 和 矩阵 ; [T4] УХА КАМЕ 
阵 ， 其 元 素 仪 包括 0、1、-1。 

也 就 是 说 ， [Sy] 和 [7Tw] MATINEE, т [Cy] 为 相 乘 矩阵 。 另 外 ， 
[Cy] 中 的 元 素 或 者 是 纯 实数 ,或 者 是 纯 虚 数 。 因 此 ， 对 于 输入 的 实数 数据 ， 我 们 
对 每 一 个 [Cy] 的 元 素 只 需要 做 一 次 实数 乘法 ， 从 而 乘法 运算 的 个 数 为 J/。 威 诺 
格拉 德 算法 非常 强大 ， 对 于 小 的 素数 N (103, 5, 7, 11), J 非常 接近 于 N。 也 就 
是 说 ， 我 们 仅 需要 N 次 左右 的 乘法 运算 ， 而 不 是 穷 举 算法 需要 的 N 次 乘法 运算 。 
例如 ， 当 N=3 时 , [S], [6G] 和 [T,] 可 以 用 参考 文献 [437] 中 的 内 容 推导 
出 来 ， 即 




















80 快速 倩 里 叶 变换 : 算法 与 应 用 





10 0 1 1 1 

[$,] 2] 1 1 1 |[6,]-diag[1, (I). -1, - (Ay; [T,]2|O0 1 1 
1 1 -1 0 1 -1 

(3. 57) 


注意 ，[Sv] 和 [Ty] Ж“ l r Ua Bu yB EE, М MEAS SUUS hl 
tn, zt (3.57) 中 的 [S] ЯП [73] 可 分 解 为 

















10 071 0 0 1 1 0J1 0 0 
[5$] 2|O0 1 1 |1 1 0| [T]= 0 тоот 1 (3.58) 
0 1 -1 0.0 110 1 -1 
м N =4 BF, [5,], [С] 和 上 [ um. DUREE [A37] 推导 出 来 : 
тоо 0 
LA] А | А А LG] = diag| 1， 1,1 .jsin( - =] 
LO 0 1 -1 
[10 1 ото 1 ] 1 1 1 
[T,] = 1 0 -1 0/1 0 -I i 1 -1 1 (3.59) 
ото 0/01 0 1 1 O -1 0 
LO 0 0 1J0 1 0 -1 0 1 0 -1 
当 N=5 时 , [S5], [C4] 和 [7s] 可 以 用 式 (3.53) #H 3.22 所 示 推 导出 来 : 
т ооо 071 00 о O71 0 о 0 Ofi 00 0 0 
отоо 0470 10 тоот 0 01 10 0 O 
[Ssj]=I0 0 10 1/700 1 0 OfO 1 -1 0 0/0 01 о 0 
00 10 -10O 1 O -1 ооо о 10/001 -1 0 
0001 07000 о 1100 0 0 1/0 00 1 1 
[6] = diag[1, cos( u) tes) E cos( u) ORG 
jCsinu + sin2u) , jsin(2u) , j( sinu ~ sin2u) | u= 27 
ri 1 0 0 0 0771 0 0 0 O71 0 0 0 0 
0100 0 070 1 1 0 Оу | о о 1 
001 0 0 00 1 -1 0 0 
[T] = 00 1 1 0 
00010 0/0 0 0 0 1 
00001 ооо jp ye» ee 
LO 0 0 0 0 140 0 1 00 1 0 0 -I 











(3. 60) 
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3.11.6 素 因 子 映 射 索 引 


将 1 维 阵列 映射 到 2 维 阵列 的 主要 思想 是 说 : 将 一 个 大 问题 分 解 成 多 个 小 问 
题 ， 并 有 效 解 决 每 一 个 小 问题 (33]。 这 样 的 映射 基于 取 模 运算 ， 以 充分 利用 DFT 
中 复 指 数 的 周期 性 。 令 N=NN,， 且 Ni FUN, BR; n, nj, пу, k. ki, k, 为 时 
JUR НЛ АУ ОЗЕН Moni. no. khi, k, Bln 和 的 映射 可 如 下 定义 : 


n= <Кп +K,n, > у m=0,1, =, N,-1 m=0, 1, =, № -1 
k= <K,ki +Kgk, >y Е =0, 1, =, NM-1 k, =0, 1, =, № -1 
n, k=0, 1, =, N-1 (3. 61) 


дир, (+) y 表示 模 N 运算 。 
一 定 存在 整数 后 Ky. K 和 使 得 上 述 映 射 惟一 ( 即 所 有 nn RIETEO-N-I 
区 间 的 值 都 可 以 用 nl、n, ПА, , k, 的 组 合 实现 ) 。 如 果 映 射 满足 下 列 条 件 ， 则 称 
其 为 素 因 子 映 射 (Prime Factor Map, PFM): 
K, =aN, 和 K, =; 
K, =cV 和 K, = bN, (3.62) 
满足 PFM 并 且 可 以 使 DFT 的 行 和 列 去 相关 的 方案 为 
K, =N, fll K, = № 
K, =N, <N; ' > y fll K, =N, <N >y, (3.63) 
式 中 ，(N >w 定 义 为 满足 (NL М) у = 1 的 最 小 自然 数 。 
对 于 我 们 的 例子 ， 有 N 23, № =5， 则 
<N >p, =2 H TN x2=1xN,+1 
<N >p, =2 由 于 N, x2=3 x N, +1 
因此 ,Ks =N, 《N; gy =10, K, =N, аве 
男 一 个 例子 , 令 N. =3、N =4， 则 
<N >w=3 由 于 Nix3=2xN+l 
<N >p, =1 HFN, x1s1xN, +1 
因此 ，Ks =N, (М!) 24, К, =N, (Nj), =9。 因 此 ОЕТ 


N,-1N5-1 


X, b) = > Mio m) Wy Wwe (3. 64) 


n; =0m =0 
其 中 
х(т, n.) =x( < Kini + Kn, > v) 
X" (ky ,k;) 2 XF( <K,k, +Kyky > v) (3. 65) 
也 就 是 说 ，DFT 将 首先 应 用 于 列 ， 然 后 应 用 于 行 。 
一 种 可 选 的 索引 方法 。 当 NW=N xN, (№ ШМ HR) 时 ， 有 一 组 zw 同 构 于 
一 组 zy x zy, (zy 中 的 z 表 示 整 数 ) DET 和 矩阵 可 以 分 割 为 №, x N, 的 循环 矩阵 ， 进 
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而 可 以 用 这 些 分 块 组 成 №, x N, 的 循环 矩阵 。 
例如 ， 因 为 15 =3 x5， 所 以 我 们 有 下 列 同 构 
0—0 x (1, 1) =(0, 0) 1—1 x(1,1)=(1,1) 2—2x(1,1)=(2,2) 
3—3 x(1,1)=(0,3)  4—4x(1,1)2(1,4)  55x(1,1)-2(2,0) 
66x(1,1)2(0,1) 7—7x(1,1)=(1,2) 858x(1,1)-(2,3) 
9—9 x (1, 1) = (0, 4) 10—10x(1,1) 2(1,0) 1111 x(1, 1) = (2, 1) 
1212 x(1, 1) 2(0,2) 139513 x(1, 1) (1,3) 1444 x (1, 1) - (2, 4) 
按 词典 顺序 重新 排序 ， 我 们 得 到 : 0, 6, 12, 3, 9, 10, 1, 7, 13, 4, 5, 11, 2, 
8, 14, ZE (1, 1) 为 zw xzw 组 产生 器 。 
44 x (1, 1) = (4x1, 4 x 1) = (4 mod 3, 4 mod 5) = (1, 4) 
66 x (1, 1) = (6x1, 6x1) = (6 mod 3, 6 mod 5) = (0, 1) 
矩阵 诠释 。 如 果 我 们 在 上 述 映 射 中 国定 n, МИЙ, 将 n, 的 值 在 0 ~ N. -1 的 区 
间 中 改变 ， 并 且 对 所 有 0 ~ N -1 的 ni 重复 上 述 过 程 ， 可 以 得 到 一 个 n 从 0 变化 到 
N-1 的 置换 序列 。 令 [P] 为 描述 这 些 步骤 的 输入 置换 和 矩阵， 类 似 地 ， 定 义 
[P,] 为 输出 置换 矩阵 。 则 有 [35] : 
[P,]X =([Dy ]G[ Dy, DDEP;]x (МИЗ. 25) (3. 66) 
XP, "69" xn Kronecker 乘积 ( 见 本 书 附录 了 ) 。 也 就 是 说 ， 一 个 2 维 N. x N, 
的 DFT 可 以 看 作 是 其 行 和 列 DFT Ж [Dy] 和 [Dy,] 的 Kronecker 乘积 。 本 书 
附录 H.1 给 出 了 当 N = 15 时 该 矩阵 的 形式 和 相应 转 置 矩 阵 的 MATLAB 程序 代码 
( 见 图 3.25)。 











[Pi] | [Dv] @ [Dr] | [Po]= [Pi T 

xQK ym + Kn) XF(Ksky + K4ko)y) 
$n, m) Ej ky) 

x(0) ——* (0, 0) — (0,0) — XF(0) 
x(3) ж (0, 1) — (0,1) — x*(6) 
x(6) — (0,2) — (0,2) — xF*(12) 
x(9) —— (0,3) — (0,3) — xF*(3) 
x(12) —— (0, 4) ”| (0,4) —— x*(9) 
x(5) — (1,0) — (1,0) 一 XF(10) 
ae) == m Sm [v.c XN, oly, (nz, (1, 1) — XF(1) 


x(1l) — (1,2) — 


(1,2) — XF(7) 





x(14) — (1,3) — O73) (3) — xXF(13) 
x(2) — (54) —> (1,4) —* xF(4) 
x(10) ——+ (2, 0) — (2,0) — xF(s) 
x(13) — (2, 1) 一 一 "| (2,1) — ХЕП) 
x(1) — (2,2) —> (2,2) — xFQ) 
x(4) — (2,3) — (2,3) — xF(8) 
x(7) —— (2,4) — (2,4) — ХЕ(14) 





图 3.25 N=3 х5 时 WFTA 输入 输出 序列 的 置换 方式 
(“。 ”表示 两 个 相同 大 小 和 矩阵 对 应 位 置 元 素 相 乘 ) 
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3.11.7 威 诺 格拉 德 传 里 叶 变换 算法 (WFTA) 


继续 上 面 的 矩阵 诠释 。 如 果 对 于 N, 和 N 有 短 N DFT 模块 ， 则 有 : 
[Dy J@[Dy,] =({ 5,11 С] Tw, DEOL 5,11 С,1[Т„]) (3.67) 
利用 Kronecker 乘积 的 性 质 ， 可 以 推出 [^35,436] . 
[Dy J@[Dy,] 2 (18% 1915,1) CL С, 1%®[ Cu, 1) CL Ty, ] 9L Ту, 1) 3.683 
= [Sy] [Cy] [Ty] 
IÈ (3.68) 的 最 后 一 步 在 МЕТА К S A) 。 因 为 乘积 运算 是 能 套 的 ， 因 此 
这 一 算法 一 般 具 有 最 少数 量 的 乘法 运算 。 上 述 公式 可 以 简化 如 下 。 设 


^ az VEIT ues А x SERT ' x did. Ue T 
х = [P;]x = (х, Xis”, XN, -1 : ÝN,» XN 415 › Хәм, -1 ; X2N,5» %2N, +1， > Хм№-1) 








(3. 69) 
定义 
Xo 31 ` XN,-1 
ху ху +1 A AN -1 
= 2 2 2 
[zw] = . . . | (3. 70) 
X(N -1)M, *"(Nj-1)N9«1. U *NuNS-1 


KWM, EM [Zu] WARA, [P] 和 [P,] 定义 见 式 (3.66), EBE [zy] 
和 [Zy] 通过 行 排序 映射 为 向 量 和 站 〈 见 本 书 附录 Е. 3) 。 则 可 证 明 [A35,A7] , 
([Ty 1917, D x9 CET, 3C E Tw, ][zw])7)7 (3. 71) 
([Ty J@[ Ty, ])x=[ Ty ][zwj[7w,]”【〈 右 侧 与 式 (E.11) 相 同 ) (3.72) 
A A A (3.73) 
st (3.73) 中 的 变换 操作 相互 抵消 。[ Cw „1 定义 为 
([Cy, J@[Cy, 1) (1С, 1C E Cw, 102410) = [Cw ПС, 1" 
«Le llalla Еу bY La] 





( 见 式 (F. 12) ) 


(3.74) 
式 中 ，[Cw ] 和 [С] 为 对 角 和 矩阵， 且 
Cy xn, n, m) = Cy (n, n) Cy, (т, m) n-20,1,--, My, -1 (My, =3) 


m=0, 1, =, My,-1 (My, =6) 
(3-73) 
CCCw][zw][Cw])7 = [Cv Len] [Cy ] т [ Cy xx] 9 [zy]. = [Су xn] ° [zw]” 
(3. 76) 
RH, My, 和 Mn 分别 为 [Cy] 和 [С] 对 角 线 的 长 度 〈 即 乘积 运算 的 个 数 ) ; 
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符号 “。 ”表示 两 个 相同 大 小 矩阵 对 应 位 置 元 素 相 乘 ， 上 标 了 表示 转 置 。 
应 用 。 为 了 推导 5 点 离散 余弦 变换 (DCT) ， 我 们 仅 需要 结合 使 用 威 诺 格拉 德 
5 点 DFT J£ Heideman 映射 即 可 i^40,M1] 


š 





3.12 DFT E FERA NS Uit 7 ft 


3.12.1 使 用 复数 旋转 进行 DFT БЕВ 


性 质 ”给 定 一 个 (NxN) DET EBE ГЕ], 我们 可 以 仅 通过 行 排列 和 复数 旋转 
实现 矩阵 的 稀 玖 分 解 。 
3.12.1.1 预备 工作 

由 于 要 考虑 旋转 ， 且 通过 一 系列 的 旋转 操作 ， 一 个 矩阵 可 以 被 简化 为 上 三 角形 
X (三 角 化 ) 。 每 个 操作 包含 矩阵 的 4 个 元 素 ， 因 此 我 们 仅 需 要 考虑 2 x 2 RR PERS 
旋转 。( 在 上 三 角 和 矩阵 中 ， 对 角 线 以 下 的 所 有 元 素 均 为 0。) 此 外 ,由 于 DFT 和 矩阵 
的 元 素 是 复数 ， 因 此 Givens 旋转 [7] 也 必须 是 复数 。 我 们 首先 来 证 明 一 个 复数 
Givens 旋转 序列 可 以 产生 一 个 正 交 抢 阵 (而 非 西 和 矩阵 !) 。 

证 明 : 考虑 下 列 2 x2 和 矩阵 


[R] =| 








cosy siny | (3.77) 


—siny cosy 
AP, y 为 复数 。 
由 于 [R] 是 正 交 , BB [R]'[R] = [1] GERE [R] 不 一 定 是 西 矩阵 ， 只 
需要 具有 正 交 性 ) ， 因 此 : 
[R]T[R] | ed cosy n 


siny | cosy 


pong 0 | [ ' 
B 0 cos^y + sin?y 101 


若 要 式 (3.78) 成 立 ， 需 要 以 下 恒等式 
cos2y + sin2y «1 y 为 复数 
上 式 很 容易 通过 以 下 推导 证 明 。 令 y=a+j， KP a ЖП В SJ SCC, DOH EZ Al 
余弦 函数 的 复合 角 公式 ， 可 以 很 容易 得 到 
cos2y +sin2y = ( cos?a + sina) cosh28 — (cosa + sil 'a)sinh?B 21 (3.79) 


式 中 ，coshB 和 sinhB 分 别 定 义 为 


—siny cosy 


(3.78) 





cos(j0) = coshO sin(j@) = jsinh (3. 80) 
coshü = (e? +e~°)/2 sinh = (e? — e `?) /2 (3.81) 
cosh20 – sinh20 = 1 (3.82) 


因此 ， 复 数 Givens 旋转 [R] 是 正 交 的 。 


第 3 章 快速 算法 85 





3.12.1.2 分 析 
cosy siny ајр an =: I J RA 
< [R] -| . | [A] -| | 和 矩阵 的 元 素 均 为 复数 。 我 们 需 
0») 


—siny cosy d» 
要 一 个 旋转 矩阵 使 〈[R] [4] )2 =0。 这 引出 了 下 面 的 公式 
a siny – а, соѕу = 0 (3.83) 
当 a #0 时 引入 tany = а/а о 
(1) Zia, =0, у= т/2. 
(2) Жа 40, MERA РАК НА RE y 
tany = а/а =23 


&=ex， 则 正 余弦 公式 可 以 表示 为 


令 


siny = 3-Cu -u 1) Rl cosy = ru £u) 
J 











一 步 可 以 得 出 以 下 公式 : 
zi 
mo (3. 84) 
J u+u 
X (3.84) 可 以 通过 复数 分 析 求解 。v 的 求解 过 程 为 

1 + jz, . 

2 — 一 

u EE WAR 2,7 -j 


(1) "42 -jBF, Ow zz -re?, NAME: 
w ЫЕ. и» = frei? *29)/2 = --u 
如 果 限 制 复数 的 范围 为 (0，7)， 则 上 述 的 解 是 惟一 的 。 令 为 pe 并 结合 v = 
ex ， 则 有 : 








y=0-jln p 
(2) "Mz = -j 时 ， 我 们 对 2 x2 和 抑 阵 应 用 行 交 换 ， 以 此 方式 交换 an 和 а 
产生 的 结果 z 与 j 相等 。 
我 们 已 经 证 明了 当 人 允许 行 交 换 时 ， 存 在 一 个 复 旋 转 和 矩阵 使 得 一 个 (N x N) 
DFT 和 矩阵 简化 为 上 三 角形 式 ( 三角 化 )。 


3.12.2 ”利用 本 矩阵 进行 DFT JEENA DAE 


在 上 一 小 节 “ 使 用 复数 旋转 进行 DFT 和 矩阵 的 稀 玻 分 解 ” 的 讨论 中 ， 我 们 验证 
了 使 用 复 Givens 旋转 和 行 交 换 可 以 将 DFT 和 矩阵 简化 为 上 三 角形 式 。 实 际 上 ， 这 说 
明了 存在 一 个 正 交 矩阵， 能 够 使 DFT 和 矩阵 简化 为 上 三 角形 式 。 上 述 总 结 是 基于 2 x 
2 抢 阵 进行 验证 的 ， 而 这 很 容易 推广 。 其 公式 为 
[Е] =[Q][ R] (3.85) 
NF, [Q] 为 一 系列 复 旋 转 的 转 置 ， 表 示 为 
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[Q] аго. О aeo D" 

RP, [0,][Q,]" 2 [1], ЖЕ E TE ASTE, 

简化 的 矩阵 [R] 为 上 三 角 和 矩阵 。 由 于 [F] EBE, W [0] 正 交 就 意味 
ALS SAREE [R] 没有 特殊 的 对 称 性 。 然 而 ， 很 容易 看 出 它 不 具有 正 交 性 ， 和 否则 
Eat [F] 也 正 交 。 因 为 [R] 不 是 正 交 的 ， 因 此 可 以 看 出 它 不 能 通过 一 系列 正 
交 的 复 旋 转 进行 分 解 。 

上 述 观 察 提出 了 一 个 问题 : 能 和 否 将 复 旋转 中 的 正 交 条 件 推广 到 西 条 件 ， 使 得 
DFT 矩阵 可 以 分 解 为 一 系列 西 矩阵 ， 其 中 每 一 个 矩阵 代表 一 类 复 旋转 ? 这 是 这 部 分 
我 们 要 考虑 的 问题 。 

为 了 解答 这 个 问题 ， 我 们 首先 对 DET 和 矩阵 进行 著名 的 QR 分 解 [827] 。 
3.12.2.1 DFT 和 矩阵 的 QR 分 解 

我 们 知道 对 于 一 个 西 和 矩阵 [F], EM [Q] 和 [R] 因子 分 别 为 西 和 矩阵 和 对 角 
ДЕЕ, В, [F] =[Q][R] М [F] [F] = 1) R [OQ] 7[Q] = [1], Ж, 
“a” RIIM, Tode ER, ABE [R] 为 对 角 阵 。 我 们 通过 2 x2 的 情况 进行 说 
BH, 0 [R] 为 本 矩阵 [F] 分 解 后 的 上 三 角 和 矩阵 ，[ 0] ABM, + 























г) =| ч (3.86) 
0 а» 
式 中 各 元 素 均 为 复数 。 
由 于 [R] [R] =[7 门 ， 因 此 对 于 [R] 中 的 元 素 有 下 面 的 公式 成 立 
gn 0 
[R]*T[R] -| ‚| ee lec (3.87) 
£p 8x bn 
XB, Е "8" Xo. M (3.87) 可 以 得 到 
grigu 71, 8,8 =9 Mg, 81 + 85,802 =1 (3. 88) 


将 eL I go 用 实 部 和 虚 部 分 开 的 形式 表示 ， 即 gs 2x, ti, Bp =x * joo WRN 
可 以 用 下 面 的 公式 表示 g 的 组 成 : 
gp = (х1 = ју) (х + jy.) =0 
因此 有 
хіх +ууу; =O 1 хуу – ух =0〈 原 文 此 处 错 印 为 wx € yi y, 20, 一 一 译 者 注 ) 

TEE, XX (3.85) 中 系数 矩阵 [R] 行列 式 的 值 是 gu 幅 值 的 二 次 方 ， 也 就 是 
1。 因 此 对 于 x, ЖП у, 仅 有 平凡 解 ， 可 得 g) 为 0。 因 此 和 抢 阵 [R] 为 对 角 阵 。 
3.12.2.2 一 些 旋转 形式 的 酉 矩阵 

我 们 首先 探究 具有 以 下 形式 的 复 “ 旋 转 ” 和 矩阵 : 

cosy siny 
[4] -| | 


* * 
-sın y cos y 
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通过 该 定义 ， 我 们 可 以 分 析 [q] 14] 乘积 的 各 个 元 素 : 

(La] *T[q])1 = cosycos * y + sinysin * y 

C[q] "T[q]) o = cosycos * y – sinysin * y 20 

Cal ia Da = Cala], (Lal  "LaD = (la) [3122 
MEXER [q] 进行 缩放 ， 缩 放 因子 为 (Га Tlu 的 二 次 方 根 ， 则 产生 的 矩 
阵 为 西 和 矩阵 。 因 此 ， 我 们 可 以 定义 西 旋转 矩阵 为 


1 cosy siny 
= 一 3. 89 
[e] Da | ( ) 








> 中 
k = соѕусоѕ " у + sinysin * y = cosh? + sinh28 


将 该 [0] 和 矩阵 应 用 于 以 下 2 x2 АЕ: 


则 y 满足 以 下 公式 
([Q][F]J)x =0 s -aysin* y ay cos* y) =0 (3.90) 


因此 ， 我 们 可 以 看 出 ， 复 数 角 的 求解 方法 与 之 前 基本 一 样 ( 见 式 (3. 83 ) ) HE 
的 不 同 在 于 此 处 的 公式 中 出 现 了 复 共 斩 。 

我 们 已 经 在 上 述 总 结 中 说 明了 将 一 个 (N x N) ОЕТ 和 矩阵 分 解 为 一 个 酉 旋转 矩 
阵 和 一 个 对 角 和 矩阵 是 可 行 的 。 其 中 ， 酉 矩阵 由 以 下 2 x2 矩阵 中 的 元 素 组 成 . 

cosy siny 
10] | — sin* y Ма 

式 中 , А = cosycos ° у + sinysin * y, 

[013.1] `“ N =2 PF, 有: 





em cx a meh 4| we {| 
`4 N =3 时 ， A: 

Fl 1 1 -1 1 1 -1 0 0 

г) = y r 01 E y r nf 1 

[1 Ww w -1 Ww w 0 01 


这 里 使 用 了 MATLAB 中 的 QR 函数 。 


3.13 ”统一 离散 健 里 叶 — 哈 特 雷 变 换 





OraintaralI-2] 提 出 了 统一 离散 傅 里 叶 — 哈 特 雷 变换 (Unified Discrete Fourier — 
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Hartley Transform, UDFHT) 的 理论 和 结构 。 他 证 明了 经 过 简单 的 修改 ，UDFHT 可 以 
用 于 实现 表 3.5 所 示 的 1 ~ NVA РЕТ, DHT (离散 Hartley 2538.) 1728/1 1 DCT 
和 DST (离散 正弦 变换 [83] ) 。 他 将 这 些 变换 统一 起 来 ， 并 通过 FFT 技术 推导 其 高 效 
算法 。 另 外 一 个 优势 是 ， 基 于 FFT 的 软 硬 件 可 以 通过 增加 前 /后 处 理 实现 各 类 ОСТ, 
DHT 和 DST。 这 一 类 离散 变换 的 基 汕 数 见 表 3. 5。 
UDFHT 定义 为 一 个 (N x N) 的 矩阵 [7] ， 其 元 素 (k, n) 为 
n. = A, | Ae TPT + ho) (n +n) /N + Bel?7 Ck + ho) (n +no)/N | 














Smd, f(A +B) cos ^ thy) (n +n) ]-}(А - B) sin [A7 (4 ОВ J 





(3.91) 
式 中 , AM BARA; u, MA, 是 归 一 化 因子 ， 可 以 使 [T] 的 基 函 数 具 有 同样 的 
WEN, 
若 下 列 四 个 条 件 中 任意 一 条 成 立 ， 则 UDFHT 正 交 : 
(1) AB =0 


(2) no =p/2, ky 2 q/2 fll 6, -bp = (2r-1) m72 

(3) ny 20 3k 1/2, k= (24 -1)/4, fll b, -ppg = rm 

(4) ky 20 8 1/2, ny = (2p -1)/4, 816, -p = rm (3.92) 
XU, p. q. r 为 整数 ; by 和 dy 分 别 为 4 和 B 的 相位 。 

表 3.6 列 出 了 IT ~ IV DFT/DHT FA, В, ko 和 no 的 值 。 

正如 前 文 所 提 ， 这 一 系列 (I М) DCT/DST 也 可 以 通过 UDFHT 实现 。 然 
而 ， 除 了 需要 选取 合适 的 4、B、j Mn (J53€ 3.7). 之 外 ， 这 一 实现 还 需要 数据 
交换 和 序列 变换 ， 还 可 能 包括 符号 变化 。 

例如 ， 使 用 表 3.7 所 示 实 现 DCT - 亚 ， 有 : 


Т лсо 2104 xy] Ее + zy] (3.93) 


`4 0<k=N/2 时 











Е s. ss (3.94) 
S [P] 为 一 个 NxW 的 交换 矩阵 ， 则 
[100 00 0 0 
0 0 0 00 0 cy 
[P,]=|0 1 0 00 0 0 (3.95) 
0 0 0 0 Xen 0 





则 容易 证 明 [CU] =[P][7]， 其 中 [CU] 为 (Nx N). DCT- MER, ЖЫШ, 
由 表 3.7 可 得 [CN] 2(p,][T], 其 中 [CY] X (NxN) 的 DCT -KK 和 矩阵 。 一 
般 来 说 ， 这 些 类 型 的 DCT 和 DST 可 以 使 用 UDFHT 用 下 列 方式 实现 : 


89 
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表 3.6 利用 UDFHT 实现 I ~ V2! DFT 和 DHT (参考 文献 [1-29] © 2002 IEEE) 





4 B ko no 
DFT- Í 1 0 0 0 
DFT - ll 1 0 0 1⁄2 
DFT - Ш 1 0 1/2 0 
DFT - IV 1 0 1/2 1⁄2 
DHT- I (1+j)/2 =A 0 0 
DHT- I (14j)/2 (1-4)/2 0 1⁄2 
DHT - Ш (144)/2 (1-)/2 1⁄2 0 
DHT- TV (ї+)/2 (1-4)/2 1⁄2 1⁄2 


33.7 利用 UDFHT 实现 I ~ V2! DCT 和 DST (参考 文献 [1-29] © 2002 IEEE) 

















A B ko no 
DCT - П 1/2 1/2 0 1/4 
DCT - III 1/2 1/2 1/4 0 
DCT - IV 1/2 1/2 1/4 1/2 
DST- П i2 -y2 0 1⁄4 
DST - Ill y2 -y2 1⁄4 0 
DST- V y2 -/2 1⁄4 1⁄2 


[C1] =[T]"[P,]", [C1] =[P,][T], [C7] =[Р,1[Т] 

[S1] =[T]'[P ]', [S1] =[P,][T], [SP] =[P,][T] 
这 里 我 们 证 明 UDFHT 可 以 用 于 实现 DCT - Ш (IL (3.91), Ñ (3.93) ~ 
(3.96) 及 表 3.7)。 


(3.96) 





N-1 N-1 
T(k) = У Ancos| (2% + Lpjectoo 三 LAncos| (к + iy] 











(3.97) 


其 中 Tp Е 
V2/N p#0 
证 明 : "4 N =8 HT, HX (3.97) 可 得 
T(0) 2C" (0), T(1) 2C" (2), T(2) 2C" (4), T(3) 2C" (6) (3.98) 
因此 式 (3.94) 中 的 第 一 个 公式 是 成 立 的 。 为 证 明 式 (3.94) 中 的 第 2 个 公式 也 
成 立 , k-2N-l-m3fu ЛУ (3.97) 可 得 


T(N-1-m) = У Акен (әх -2m -2 + Ly] (3. 99a) 
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H k EI (3. 99a) 中 的 mm， 并 利用 关系 cos(2T -a) =cos(a), A: 
TNA Shy = Ут ((2k +1) +2) ] 





(3. 99b) 
= С (2k +1) 0 < k < №2 
式 (3.98) 和 式 (3.99) 可 以 用 矩阵 的 形式 表述 如 下 : 
гспо) fl 0 0 0 0 0 о 07700) 
c"'(1)| [000000 0 0 1|7(1) 
ero 010 00 о оо 0] 7(2) 
c! (3) [000002010 T(3) TEN 
cT (4) 0010 0 оо 0 | 7(4) 
CHN (5) 0000010 0 || 7(5) 
C (6) 000 10 оо 0 || 7(6) 
Lca7) Lo0001000jLro7) 











式 (3.97) 中 的 性 质 如 图 D. 1b 所 示 。 对 称 扩展 CU (k) (HEH R ON 
eo [S (& «3p, ， 然 后 抽取 序列 得 到 rO) GRBA eos [T 3p. 


进而 用 CH ON +1) КЖ CH (v), Bl c" (vw) =CECN+1)， 其 他 系数 也 可 用 类 似 
Wie SS, Ck), SI (k), C™(k) ( 见 图 D.1c) fs (x) 的 这 一 性 质 将 会 在 
本 书 附 录 D. з 中 用 到 (C1(k) 是 一 个 I 类 DCT 系数 ， 以 此 类 推 ) 。 








3.13.1 UDFHT 的 快速 结构 


UDFHT 可 以 用 DET 算法 计算 得 出 。 仅 考虑 mm =р/2(р 为 整数 ) 的 情况 ， 
DCT - П DST -本 的 快速 结构 可 以 分 别 通 过 DCT - MA DST - ША erf SI. + 





n-(-n-2nj)moduloN В ñ =s N -n -2ng (3.101) 
AYO<n<N-1 时 $, 为 整数 。 注意 ， Mn -s,N-n -2ng 时 有 $5 7 $40 则 有 : 
N-1 
X(k р 
хы 一 > T, x (n) 
Ш, n=0 


N-1 pa TE 
= > 入 ， [Ae in (k+ho)(n+no) + Bein CR) (n+no) ]x(n) 
ах (3.102) 
N-1 
= Y [A Ax(n) + А, Вета (й) Је?) (n+no) 
n=0 
N-1 
= Won V UA Ax(n) + А, BW Ny( A) ] Wh tn 
n=0 


UDFHT H LJ FA fel S AR E BE Az 5] 
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Xz[T]|x 
їп, XOU N 点 变换 向 量 ; x 为 点 数据 向 量 ; [T] 为 (NxN) UDFHT HE, 
UDFHT 可 以 用 DFT - 工 结合 前 处 理 和 后 处 理 实现 ， 图 3.26 给 出 了 N =8、 
ng =2 时 的 例子 。 从 式 (3.101) "An 21 xN-n-2xng 24, 因此 n=0 时 有 so = 
1。 从 图 3.26 可 以 看 出 ， 如 果 用 Mult(N). 表示 NN 点 FFT 中 (复数 ) 乘法 运算 的 个 
数 ， 则 UDFHT 使 用 乘法 的 次 数 大 约 是 Ман (№) +4N。 其 中 ,多 出 的 4N 个 乘法 运 
算 来 自 [Q] 中 的 蝶 形 算法 及 КЕТ 模块 前 后 的 相 乘 运算 (Wh, ИСА) то) 

















101 
Py Е. = а ¿ë оа X(0) 
xj 2 4 Me к: ха) 
xeu a eL кемеа xa) 
jp МИШ уе ы узу 
" Pi AIA X Wto y Gn, am 
5k 
абу idi бот СУ 
x(6) че » TU m W +k) No X(6) 
x(7) ^ д^. Who тот) 
7 — 
BW Mj BW ?N/A A+BW Mo — A+BW™ No 
[Bro | eee 28s | 





图 3. 26， 非 标准 化 UDFHT 的 快速 算法 结构 (N98, no 22, A= VIA + IBI, 
W =e PV") (参考 文献 [1-29] © 2002 IEEE) 





此 外 ， 还 可 以 从 图 3. 26 中 看 出 UDFHT 具有 正 交 性 。 由 于 在 FFT 模块 前 后 进 
行 的 相 乘 运算 是 正 交 的 ， 且 FFT 本 身 是 正 交 抢 阵 。 因 此 ， 当 且 仅 当前 处 理 和 矩阵 
[Q] 的 元 素 (k, n) 正 交 时 ，UDFHT EX, HF, E [Q] 的 元 素 (k, n) 由 
下 式 给 定 





А/А MEk-nMkzn 
BW sto V 7A M kn 4k=n 
Qin = Й = И = ú (3. 103) 
(А+ ВИ") А + BW - s" | “4k=n=n 
0 其 他 
XP, A= /IAI? +1812; ñ=s,N-n-2n o HUL EZE I; 
AB =0 3X cos(2ms,k, -b4 * 5) =0 (3.104) 


使 用 式 (3.91), 3& (3.97) ~ (3.103) 和 表 3.7， 可 以 画 出 通过 FFT 实现 的 


Ра 
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DCT - 亚 流程 ， 如 图 3.27 所 示 。 这 里 4 = B =1⁄2, ky 21/4, ny =0。 因 此 通过 式 
(3.101) 可 以 得 出 当 n=1 时 , 有 NA=1xN-n-2xno=7。 这 里 (NxN) DCT - Ш 
和 矩阵 [СТ] 2[P,]LT], [T] 由 式 (3.102) 定义 。 注 意 ，FFT 模块 的 输入 、 输 出 均 
为 自然 顺序 ， 后 处 理 和 矩阵 [Py] 由 式 (3.100) 定义 。 

Oraintaral1-231 通 过 将 变量 4 和 B ЖЕ n 的 函数 ,将 UDFHT 推广 为 CDFHT。 并 
HEFE T Hi EA (Modulated Lapped Transform, MLT) 的 快速 结构 ， 以 及 
通过 12 点 FFT 高 效 实现 改进 型 离散 余弦 变换 (Modified DCT, MDCT) 的 流程 。 

Potipantong 等 人 [1-30] 针 对 256 点 UDFHT 提出 了 一 种 新 颖 的 结构 。 该 结构 使 用 
已 有 的 FFT IP 核 混合 前 处 理 、 后 处 理 运算 。 这 一 结构 基于 Xilinx Virtex - H Pro 
FPGA, 可 以 用 于 实现 一 系列 的 离散 变换 ,包括 DFT/DHT/DCT/DST, +Í JH 
100MHz 的 时 钟 频 率 ， 可 以 在 9. 25us 内 实现 256 点 UDFHT。 


[7] [Po] 
| 一 











X(0) 
ха) 


X(2) 





X(3) 





8 点 FFT 
X4) 


X(5) 


X(6) 








X(7) 
图 3.27 用 FFT 实 现 8 点 DCT - 亚 的 例子 (Уе) (参考 文献 [1-29] © 2002 IEEE) 


Wahid EALA 提出 了 一 种 计算 8 点 变换 的 混合 结构 ， 可 以 在 一 个 最 高 工作 频 
率 为 118MHz 的 Altera FPGA 上 实现 三 种 变换 一 一 DCT、DFT 和 离散 小 波 变换 
(Discrete Wavelet Transform, DWT) 。 变 换 矩 阵 首先 被 分 解 为 多 个 子 和 矩阵 ， 子 矩阵 
共有 的 结构 将 被 识别 并 共用 。 

素数 长 度 的 DFT 可 以 通过 下 列 方式 计算 : 首先 将 其 转化 为 卷 积 ， 然 后 使 用 
FET 计算 该 卷 积 。Bluestein FFT £35 19-5) A] Rader 素数 算法 I 和 ”4 为 两 种 将 DET 变 
换 为 卷 积 的 方法 。 


3.14 Bluestein FFT 算法 


Bluestein FFT 4535 А2173 df Jy chirp z 变换 算法 ， 可 以 0(N log N) 的 复杂 度 
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计算 素数 长 度 的 DFT。 具 体 算法 如 下 . 
将 DFT RERU WEO, A: 


XF (k) = У тие k=0,1, =, N-1 (2. la) 
得 
N-1 
XF(k) = - У x(n LAs Ey иа 


n=0 


N-1 
We? SWF"? (a(n) WE?) — (Hl2kn = É +n? - (k - n)?) 


. 
= Wy” Y w(k - n)&(n) 
n=0 
= W^ \w(n) sh  k=0,1, =, N-1 (3.105) 
AF, x(n) =x(n)Wr?, n=0, 1, =, N-1; w(n) = vo. n=-N+1, -N 
+2, з=, ced U. 1, 1 ee 
因为 V. (n +N)2⁄2 = poem 对 于 
偶数 N 为 偶数 ， 式 (3.105) pg O 
积 可 以 看 作 是 复数 序列 的 № 点 循环 卷 
R 〈 见 图 3. 29b) 。 两 个 周期 序列 在 时 
域 或 空域 的 循环 卷 积 相当 于 两 者 在 3.28 ЛІ Bluestein SIE TES DFT 
DFT 域 的 乘积 ( 见 式 (2.24)), 类 (中 间 的 模块 使 用 了 个 FFT 和 一 个 IFFT) 
似 地 ， 若 能 将 w(z) 的 DFT 提前 计算 好 ， 则 式 (3.105) 中 的 卷 积 可 以 使 用 一 对 FFT 






$(n) + 2 


> 
| 


XF(k) 








2 2 
Wy /2 wi /2 









































来 实现 。 
Б ЬЫ зде п Ыз оп 
一 个 普通 的 周期 序列 式 (3.105) see 
w (n) = W В 
а) b) 
图 3.29 以 偶数 N 为 周期 的 周期 序列 (N 26) 
然而 对 于 奇数 N， 有 To 2 = were, pate, R (3.105) 中 的 卷 积 














= кши хоо s m s 
的 N 个 输出 样本 是 输入 序列 的 DFT， 因 为 对 p(n) | 末尾 补 零 相当 于 在 频 域 进行 
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插值 〈( 见 本 书 2.7 节 ) 。 
对 于 偶数 W, sk (3.105) 中 的 循环 卷 积 可 以 通过 下 面 YV=4 ЯП N 26 的 例子 进 
行 说 明 。 





























F k? 
t Man X*(0) 1 a -1 ау) 
X O)/W;, (X 0Ya| а 1 а -I1]&Q) 
узул” | 57 -a a 1 е io 
roy) YO J 
(3. 106a) 
X" (0) 1 b -jb j -jb b Wx(0) 
X"(1)/b b 1 b -jb j -jb | x(1) 
jX" (2)/b o b 1 b -jb j |x(2) (3. 106b) 
-jX* (3) j -jb b 1 b -—jb| £(3) 
jXF(4)/b -jb j -jb b 1 b |x(4) 
X* (5)/b b -jb j -jb b 1 AX(5) 
AF, a 和 分 别 对 应 于 NW=4 ЯП N 26 时 的 expCjm/ №) 。 
类 似 地 ， 令 
N-1 
Yk) = Daw,” d 0 Due (3.107) 
n=0 


N-1 
YF (k) Е wie? > Wi’? (x(n) Ww”) 
n=0 

















N-1 
= WA У w(en)(n) bk =0, 1,0, N-1 (N 为 个 数 ) 
0 


(3. 108) 
则 向 量 [Y (k)] 为 [X (k) "= [X* (00, XF(N -1), XP(N-2), =, X (2), 
XF(1)]T, ЖР, XF(k) 由 式 (2.1a) 和 式 (3.105) 定义 。 通 过 引入 因子 VN, 
式 (3.107) 对 应 于 式 (2.1b) 的 IDFT。 


3.15 Rader Ж 334. 





整数 模 N 运算 表示 为 
( (n)) =n modulo N (3. 109) 
ШЖ N 为 整数 ， 则 有 一 个 数 g 使 得 整数 n=1，2，…，,N -1 58m -1, 2, +, 
N-1 满足 一 一 映射 ， 定 义 为 
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m - ((g^)) (3.110) 
例如 , 2 N-7, g-3, Bl n Sl m [ШЫ 

n 1 2 3 4 5 6 

m 3 2 6 4 5 1 


g MN BER. XF(0) 可 以 用 下 式 直接 计算 
N-1 
XF(0) = У x(n) (3. 111) 


n=0 


x(0) 无 需 进 行 相 乘 ， 最 后 加 入 求 和 过 程 即 可 。 





N-1 
ХЁ(0) —х(0) = Y «(л)ехр(- i 2882) k=1,2, =, N-1 (3.112) 
n=l 


交换 求 和 项 的 顺序 ， 则 公式 的 顺序 通过 变换 改变 了 。 
n>((8")) — ko) (3. 113) 
注意 (G0) Ca) EGG) = Ca) 
N-2 
XF((g)) -x(0) = Pag"))exp( -ji 0))) k=1,2,3, =, N-1 
n=0 
(3. 114) 
式 (3.114) 是 序列 | x((e")) 与 lexp[ -j(2a/N) ((g"*))]]. 的 循环 相关 。 由 
于 N 为 素数 ， 因 此 N -1 为 合 数 。 循 环 相关 函数 可 以 利用 DFT 计算 : 


X Ca) -х(0) =IDET [prr [x((e-9)] DET [ер 77 C0» J]] 
(3.115) 





k, n=1, 2, c N-1 
式 中 ,“。 ”表示 两 个 序列 对 应 位 置 的 元 素 相 乘 。DFT 和 IDFT 分 别 通过 FFT 和 IF- 
FT 实现 。MATLAB 程序 代码 如 下 : 





-[0123456]; % Input to be permuted 

а= [202)-a5)-o08) QD) nC айа]; % 154623=((g(-n))) 
n-[326451]; 

b =exp( -j *2 * pi * n/N) 


c zifft(fft(p a). *fft(b)) +a(1); % Convolution 
out = [sum(a) c(6) c(2) c(1) с(4) c(5) c(3)] % Output comes after a permutation 
fft(a) % This should be equal to the output 


3.16 人 小结 





在 讨论 DFT 的 定义 和 性 质 ( 见 本 书 第 2 章 ) 之 后 ， 本 章 全 面 介绍 了 各 类 快速 
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算法 : 基 -2， 基 -3， 基 -4， 混 合 基 ， 分 裂 基 ，DIT -FFT 和 DIF -FFT 等。 对 于 
基 -8 FFT 的 应 用 ， 读 者 可 以 参阅 参考 文献 [018, 05] 及 图 8. 21 ) 。 本 章 还 讨论 
了 其 他 快速 算法 ， 如 WFTA 、 素 因子 FFT、UDFHT 等 。 

这 些 算法 总 的 目的 是 减少 计算 复杂 度 ， 降 低 截 断 / 四 人 铭 五 人 误差 ， 以 及 减少 对 
内 存 的 需求 。 显 然 这 些 算 法 对 于 IDFT 也 适用 。 各 类 基 ( 基 -2, 基 -3,， 基 -4 等 ) 
对 于 特定 的 平台 和 结构 各 有 优势 ， 如 基 -16 FFTIY] 。 因 此 设计 者 可 以 在 这 些 算 法 
中 进行 选择 ， 以 适应 特定 应 用 的 需求 ， 如 使 用 DSP、 微 处 理 器 或 者 VLSI 芯片 等 。 
后 续 的 章节 将 FFT 扩展 到 整数 FFT。 尽 管 整数 FFT ( 见 本 书 第 4 章 ) 是 一 项 新 
技术 ， 但 它 已 经 获得 了 相当 瞩目 的 应 用 。 





























3.17 “习题 





3.1 通过 反比 特 顺 序 (BRO) 重 排 DFT 矩阵 行 ， 可 以 生成 一 种 稀 玻 矩阵 进而 
得 到 一 种 快速 和 有 效 的 算法 ， 习 题 3. 3 中 给 出 了 N =8 ( 稀 玲 和 矩阵 因子 和 流程 图 ) 
时 的 情况 。 

(a) 扩展 到 IDFT (N28), 

(b) 扩展 到 DFT (N=16)。 

(e) 扩展 到 IDFT (N = 16), 

画 出 流程 图 ， 计 算出 上 述 操作 所 需 的 乘法 和 加 法 的 次 数 ， 以 及 从 流程 图 获得 的 
Aü AB MEAL 。 

3.2 通过 行 / 列 一 维 DFT 技术 可 以 实现 二 维 DFT ( 见 本 书 第 5 章 ) ， 使 用 习题 
3.1 的 FFT 方法 ,估计 下 列 情况 所 需 的 乘法 和 加 法 的 次 数 

(a) (8x8) 2D - РЕТ, 

(b) (8x8) 2D -IDFT。 

(c) (16x16) 2D - DFT, 

(d) (16 x16) 2D - ШЕТ, 

3.3 如 图 3.4 所 示 ， 稀 玖 矩阵 因子 (SMF) 和 DFT 矩阵 在 3.2 节 给 出 ， 其 行 
以 BRO 重 排 ,N =8。 即 [DFT] 行 以 BRO=[A41][4,]1[4;] 顺序 重 排 。 

注意 此 和 矩阵 不 是 对 称 的 。 证 明 这 种 关系 是 正确 的 ， 即 实现 此 和 矩阵 的 乘法 操作 
[4 11А, 114,1], 24 N 28 时 IDFT 的 SMF 有 哪些 ? 特别 是 行 BRO 后 DFT wis 
的 SMF， 一 个 和 矩阵 的 西 性 质 是 对 其 行 和 列 重 排 的 不 变性 。 

3.4 4N=16 时 重 做 习题 3.3， 参考 式 (3.7) 中 的 SMF. 

3.5 WH N=8 和 N=16 时 的 DET 流 图 ， 并 画 出 习题 3.3 和 习题 3.4 中 N=8 
和 N=16 时 的 IDFT 流 图 。 

3.6 依据 N=8、N =16 时 的 SMF 写 出 N=32 时 DFT Ж [Ж (17 BRO) 的 
SMF。 对 于 IDFT 相应 的 SMF 是 什么 ? 
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3.7 当 N=27 时 ,开发 一 种 基 -3 DIF -FFT 算 法 ， 画 出 流 图 并 写 下 SMF, iF 
算出 实现 此 算法 所 需 的 乘法 和 加 法 次 数 。 
3.8 对 于 基 -3 DIT -FFT 重 做 习题 3.7。 
3.9 当 NW=9 时 重 做 习题 3.7。 
3.10 当 N=16 时 ， 对 于 基 -4 人 情况 重 做 习题 3.7 和 习题 3. 8 。 
3.11 当 w=64 时 ， 开 发 一 种 基 -4 DIT - FFT 算法， 并 画 出 流 图 。 
3.12 利用 式 (3.33), `4 N = 64 时 ， 开 发 一 种 基 -4 DIF -FFT 算法 ， 并 画 
出 流 图 。 
N-1 N-1 
3.13 SX (k) = У (п) И, k 20,1, =, N-1®x(n) = X" owe. 
n= кер 
n =0,1, ++, N- 1 Jy DET Ж ШЕТ HX} x(n) OX? (k), XE Wy =ехр( —]2т/\/), 
j= /-l1, x(n) ÆRIN, X (k) 是 变换 序列 ， 当 N 216 时 推出 下 列 快速 算法 : 
(a) 基 -2 DIT -FFT。 
(b) 基 -2 DIF -FFT。 
(c) 基 -2 DIT/DIF -FFT。 


(d) 
(e) 


dk -2 DIF/DIT - FFT, 


dk -4 DIT - FFT, 


(f) 基 -4 DIF - FFT, 


(g) 
(h) 
(i) 
(3) 
(k) 
(1) 
(m) 
(n) 


分 裂 基 DIT -FFT ( 见 参考 文献 [SR1] ) 。 


分 裂 基 DIF -FFT ( 见 参考 文献 [ SR1]). 


画 出 从 (a) 到 (h) 的 所 有 算法 的 流 图 。 
比较 所 有 算法 的 复杂 度 (加 法 的 个 数 和 乘法 的 个 数 ) 。 


TB (i) 部 分 的 稀 琉 和 矩阵 因子 。 

仿 查 所 有 算法 的 内 在 性 质 。 

对 ОЕТ 和 IDFT 这 所 有 算法 都 有 成 立 吗 ?对 于 ТРЕТ 需要 做 哪些 修改 ? 
DIT 和 DIF 因 何 得 名 ? 





(习题 3.14、3. 15 需 参 阅 参 考 文献 [SRI]) 


3. 14 


sk (3.40) 描述 了 DIF -FFT 的 分 裂 基 算法 ， 这 是 一 个 基 -2 和 基 -4 结 


合 使 用 的 算法 。 
(a) 利用 ОЕТ 的 定义 推导 式 (3.40). 


(b) 





画 出 N 216 时 的 流 图 。 


(с) TREAT 


(4) 
(е) 


推导 反 变换 并 重复 (b). (с). 
比较 基 -2 和 基 -4 算法 的 乘法 和 加 法 。 


(f) "4 N =16 时 推出 相应 的 DIT - FFT 分 裂 基 算法 。 


3.15 








利用 参考 文献 [SRI] 中 的 式 (10) 给 出 的 DCT(k, N, x) 定义 推导 出 
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参考 文献 [SRI] 的 式 (22) ， 写 出 详细 步 又 。 

3.16 (a) 推导 当 N=8 时 的 分 裂 基 FFT， 图 4.4 给 出 了 该 流 图 的 提升 方案 。 

(b) 图 4.4 所 示 流 图 中 获得 稀 玻 矩阵 因子 。 

(c) 推出 N=8 时 的 反 变换 并 画 出 流 图 。 

3.17 分 别 用 FFT ( 见 图 3.27) # DCT -II 实现 8 点 DCT - Ш (使 用 MAT- 
LAB) 。 并 验证 两 者 的 结果 对 一 个 8 点 输入 序列 是 相同 的 。 

3.18 证 明 式 (3.82) ， 并 利用 其 证 明 式 (3.79), 

3.19 当 N=3 和 N=5 BF, 给 出 与 式 (3.106) 类 似 的 公式 。 























(习题 3. 20 ~3. 21 是 关于 本 章 3.11 节 的 ) 

3.20 求 出 下 列 条 件 下 威 诺 格拉 德 全 里 叶 变 换算 法 (WFTA) 输入 输出 序列 的 置 
换 矩 阵 。 

(a) N=2x3 (b) N23x4 (с) N=3x7 (d) N=4x5 (е) N=5 x7 

3.21 JAS (1, 1) 生成 器 的 同 构 算 法 重 做 习题 3. 20. 























(习题 3. 22 是 关于 本 章 3. 13 节 UDFHT 的 ) 

3.22 ”类似 式 (3.97) ~ (3.100) P DCT - HI 的 证 明 过 程 ，UDFHT 可 用 于 
实现 下 列 算法 。 

(a) DCT-I (b) DCT -了 (c) DST-II (d) DST-ll (е) DST-IV 


(习题 3. 23 ~3. 24 是 关于 本 章 3. 15 WHY) 

3.23 根据 以 下 条 件 产生 Rader ZEE US 的 映射 关系 。 

(a) N=5, g=2 (b) N=11, g=2 (c) N=13, g=2 

3.24 用 MATLAB 实现 习题 3. 23 条 件 下 的 Rader 素数 算法 。 

3.25 在 参考 文献 [T8] 中 ，Agaian 和 Caglayan 开发 了 一 种 基于 FFT 的 快速 
递归 正 交 图 算法 ， 对 以 下 的 情况 给 出 类 似 的 算法 和 流程 图 : 

(a) N=16 时 基于 FFT 的 沃 什 哈达 玛 变换 (Walsh - Hadamard Transform) (Sil 
参考 文献 [TS] 中 图 1)。 

(b) N=8 时 基于 FFT 的 哈 尔 变换 (Haar Transform) 。 

(c) N=8 时 基于 FFT 的 沃 什 哈 达 玛 和 哈 尔 相 结合 的 变换 ( 见 参 考 文献 [T8] 
中 图 2) 。 

(d) N=8 时 最 低 复杂 度 的 FFT 算法 ( 见 参考 文献 [T8] 中 图 3)。 


3.18 课程 实践 


3.1 修正 本 书 附录 H. 1 的 代码 实现 N=3 x4 的 WFTA。 


Жал 整数 快速 全 里 叶 变换 


由 于 浮 点 运算 非常 耗资 源 ， 因 此 在 实际 应 用 中 ， 浮 点 数 经 常 被 量化 为 固定 点 
(比特 ) 数 (整数 )。 在 实现 FFT 的 每 个 中 间 环 节 ， 比 特 数 都 为 固定 值 ， 记 为 N,。 
每 次 操作 之 后 ， 结 果 中 最 高 有 效 位 (Most Significant Bit, MSB) 只 保留 N, 比特 ， 
其 余 比 特 均 被 截 去 。 由 于 DFT 系数 经 过 了 量化 ， 因 此 传统 的 定点 算法 影响 着 DFT 
的 可 逆 性 。 

整数 快速 傅 里 叶 变 换 (IntegerFFT, IntFFT) 是 DFT 的 整数 近似 5 ， 它 可 以 
通过 仅 包含 移 位 和 相 加 的 运算 实现 ， 而 不 使 用 乘法 。 与 定点 FFT (Fixed - Point 
FFT, FxpFFT) 不 同 ，IntFFT 具有 功率 自 适应 性 和 可 逆 性 。 当 变换 系数 被 量化 为 固 
定位 数 的 比特 时 ，IntFFT 与 FxpFFT 具有 相同 的 精度 。 由 于 仪 包含 整数 运算 ， 因 此 
IntFFT 的 复杂 度 要 比 FxpFFT 低 得 多 。 

H T DFT 具有 正 交 性 ， 因 此 DFT ÆA, Ay HE E E 
DFT 的 硬件 实现 中 ， 通 常 采 用 的 是 定点 运算 (相当 于 进行 了 量化 。 一 一 译 者 注 )。 
直接 对 变换 系数 进行 量化 会 影响 其 可 逆 性 。IntFFT 可 以 在 变换 系数 被 量化 为 有 限 长 
度 的 二 进 制 数 的 同时 ， 确 保 DFT 的 可 逆 性 和 完美 重建 特性 。 

在 长 度 为 N=2”(n 为 整数 ) 的 DFT 快速 算法 结构 (如 分 裂 基 、 基 -2、 基 - 
4 等 ) 中 ， 提 升 分 解 算法 可 以 代替 其 中 的 2 x2 EXE, BEERA T E 
化 ,但 IntFFT 依然 是 可 逆 的 ， 而 且 也 是 功率 自 适应 的 。 也 就 是 说 ， 对 不 同 的 提升 
系数 可 以 用 不 同 的 量化 步 长 。 


4.2 提升 技术 






























































提升 技术 用 于 构建 小 波及 完美 重建 (Perfect Reconstruction, PR) 滤波 器 
HEU -II-41-6] 。 双 正 交 滤波 器 具有 整数 系数 ， 可 以 方便 地 实现 由 整数 到 整数 的 
变换 。 

图 4.1 给 出 了 提升 技术 的 双 通道 系统 。 第 一 个 分 支 执行 Ag 操作 ， 称 为 对 偶 提升 
(dual lifting); 第 二 个 分 文 执行 A. 操作 ， 称 为 提升 (lifting)。 可 以 看 出 ,该 系统 对 
于 任意 的 4, AIA, 均 可 实现 理想 重建 。 需 要 注意 的 是 ，4, PA, 可 以 是 非 线 性 运算 ， 
如 舍 人 操作 或 向 下 取 整 运算 等 。 向 下 取 整 表示 取 小 于 等 于 当前 数 中 最 大 的 整数 。 
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23] 2.3 
Xo = 2.3 o7 8.3 х= 2.3 
А\ Ap 
2 
хү= |37 = У1= 5.7 一 x17 |37 














图 4.1 提升 技术 能 够 确保 任意 Ag ЖШ А, 情况 下 的 理想 重建 (理想 重建 表示 最 终 
输出 等 于 输入 ; 这 里 AQ MIA, 为 舍 入 操作 ) (参考 文献 [1-6] © 2002 IEEE) 











43 算法 


IntFFT 算法 近似 实现 了 旋转 因子 的 相 乘 0-61-71。 令 x ae, jn 为 一 个 复数 ， 
则 与 旋转 因子 s! = exp PTE) = o = cosg + jsing 相 乘 的 结果 也 是 一 个 复数 ， 即 


у= убх, A: 
‚‚ | cos@ -sin 
у= 9 el |+ M (4.1) 
其 中 
cosÜ -sin 
[Ro] ee cosO | Pen 


通过 使 用 2 的 窜 次 和 (Sum - Of - Powers - Of - Two, SOPOT) 表示 [R,] Ж 
构建 一 个 无 乘法 的 〈 或 整数 ) 变换 。 其 主要 困难 在 于 ， 一 旦 [RS] 的 元 素 被 伟人 
到 SOPOT 数 ， 其 逆 的 元 素 不 能 用 SOPOT 来 表示 (本 章 前 半 部 分 介绍 的 IntFFT 解 
决 了 这 一 难题 )。 也 就 是 说 ， 若 式 (4.1) 中 的 соѕ0 和 sind 被 量化 为 SOPOT 系数 a 
Alp, WW ГА) 和 其 逆 可 表示 为 








18) =|5 M (4.3) 
~ ll 1 a p 
til ms s + (4.4) 


由 于 ww 和 有 8 是 SOPOT 系数 ， 因 此 在 一 般 情 况 下 ， Vo? + 82 ABER RA SOPOT £ 
数 。 整 数 变换 (或 无 乘法 的 变换 ) 的 基本 思想 就 是 将 [Rs] 分 解 为 3 个 提升 步骤 。 
如 果 det([A]) 21 Н ся011-41, WA. 


(|a b _|1 (a-1)/c |1 О[1 (d-1)/7c 
Ыр | 1 | | 1 | _ 


HX (4.5) Al [Ry] 可 被 分 解 为 


соѕ0 - 1 соѕ0 - 1 
[Ro] | sing [ " 由 sing |анын 
0 1 sin 
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| “ЧЛ! 


[Ro] Е [R4] TTR] "TER ] = 


oe ro uus 
三 sin0 | . | 
-sinf 1 


0 1 0 
X (4.6) 各 个 因子 中 的 系数 可 以 被 量化 为 SOPOT 系数 ， 


gosrsa |1 op 
mts ls 1], 





CP, а, FB, 分 别 为 (cos – 1) /sin0 和 sind 的 SOPOT 近似 ， 其 形式 为 


Xue, a,€1-1, 1}; hel-r, IS -1, 0, l, 


_ cosO - 1 


即 
00 


1 


| 


| 8) 


sin0 


1 


| 





(4.6) 


(4.7) 


(4.8) 


(4.9) 


,| ;7 为 系数 的 范围 ; 1 为 


每 一 系数 中 求 和 项 的 个 数 。 变 量 上 的 取 值 通常 是 有 限 的 ， 这 样 可 以 使 旋转 因子 的 相 


乘 仅 用 有 限 次 加 法 和 移 位 操作 实现 。 当 1 增 大 时 ， 整 数 FFT 2: 028 07 DFT, 





与 传统 的 蝶 形 (Butterfly, ВЕ) 结构 相 比 ， 提 升 结构 具有 两 大 优势 。 首 先 ， 实 数 
相 乘 运算 从 4 次 减少 到 了 3 次 (尽管 相 加 运算 从 2 次 增加 到 3 次 ) ( 见 图 4.2 和 图 
4.3) 。 其 次 ， 这 一 结构 允许 对 提升 系数 进行 量化 而 不 影响 其 完美 重建 性 。 具 体 来 说 ， 
不 同 于 直接 量化 式 (4.2) 中 [Ry] 的 各 个 元 素 ， 而 是 量化 提升 系数 * 和 (5 -1)/e。 
相应 地 ， 逆 运算 同样 包含 3 个 提升 步骤 ， 并 使 用 同样 的 提升 系数 ， 仅 是 符号 取 反 。 








X 
Re( • ) | — 
`. a=c+js 
X=X, + jx; ——— y=ax = x y 
j 
Im( e) 








图 4.2 SEXE ERE ROURA HDA Sk B OE e ZA ET 
(s=sin0, c 2cos0) (参考 文献 [1-6] © 2002 IEEE) 


【 例 4.1】 考虑 旋转 因子 现 ,， 0-2 —-m/4, (cosg -1)/sinó 242 – 1, sind = 


-1/2。 如 果 将 这 些 数 分别 量 化 至 小 数 点 后 一 位 ， 则 ao 20.4, By 20.7. 


`5,1=|! 0.4 1 оті 0.4] [0.72 0.688 
©1700 ı | -07 ılo d | |-07 0.72 


| (4. 10a) 
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f Re(e) m m 
a=c+]s __ c-1 @=1 
X———— у=ах — x — YS UA y 
+ j 
Im( e) 
l-c-is Re(e ) 
y —>—-x=1x = y x 
= j 
Im( e) 


图 4.3 SCENE YRS A Fe A да EB BH SEA 3 Fd 
(s-sinü, c = cos0) (参考 文献 [1-6] (© 2002 IEEE) 


4, [1 -04] 1 орі -04] [0.72 -0.688 
[5 1 Jas ile 1 EL | «н 
o 1 107 1J0 1 07 0.7 
IÈ (4.8) 和 式 (4.10) 定义 的 提升 技术 对 于 取 任 意 (实数 或 复数 ) ay FB, 均 适 
用 。 此 时 [So] 不 再 正 交 ([S,] 1!' 关 [So]1), 但 开发 其 反 变 换 与 正 交 变换 一 样 容 
易 ， 因 为 [S] 和 [S] 一 对 角 线 上 元 素 都 为 1， 而 且 其 他 元 素 仅 符号 不 同 〈 见 图 
4.2 和 图 4.3)。 因 此 ， 两 种 方案 均 能 保证 有 理想 逆 变 换 或 理想 重建 ， 因 为 [5S,]-! 
[So] = 1] (BUEZ) H [КУ] [К] = L1]. GERE, 0.4.2 F), 

HAZ, ТЕЗЕП ЖО ТЕНЕУ EP, ABIAJEGKBUAXEFRACTO OH ОБЗ» HHE 
我 们 对 系数 进行 舍 人 ， 则 其 道 运算 将 会 变 得 十 分 复杂 。 但 如 果 我 们 能 将 旋转 因子 分 
解 为 提升 结构 ， 则 即使 对 系数 进行 售 人 ， 旋 转 因 子 都 存在 理想 的 道 运算 。 一 旦 提升 
结构 中 的 系数 经 过 了 舍 人 操作 ， 则 旋转 因子 可 以 通过 蝶 形 结构 或 提升 结构 进行 理想 
求 逆 运算 ， 而 用 提升 结构 能 够 减少 一 次 乘法 运算 。 

参考 文献 [1-6] 给 出 了 一 个 基于 分 裂 基 结构 的 8 点 整数 FFT 算 法 。 图 4.4 给 
出 了 整数 FFT 的 格 型 结构 图 ， 其 中 的 旋转 因子 要 和 Ws 可 以 通过 因 式 分 解 实现 。 
参考 文献 [1-7] 给 出 了 基于 基 -2 TRA S Hh HL (Decimation - In - Frequency, 
DIF) 整数 FFT。 我 们 以 牺牲 部 分 精度 为 代价 来 设计 高 效 的 整数 FFT SEX 

KAAF I, MAR, MEHR (4.6). 240e6(- m, -2)U(m/ 
2, т) 时 , ХЕП, MARE cosg<0， 所 以 1(cosg -1)/sin0l >1。 此 时 应 当 控制 提 
升 系数 的 绝对 值 ， 使 其 小 于 等 于 1， 可 通过 用 - [Ron] 替换 [R] 实现 ， 过 程 
如 下 : 


















































—cosÜ sing 
R,|=-(R = 一 
[Ro] [Rosa] | — sin0 wA 


_ 1 (c+1)AJ 1 O| 1 (c+1)/s 
-l 1 [| С, | 1 | 
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变换 序列 


O X F(0) 


w 
— 
= 
J 


原始 序列 
x(0) 








XFO) 





























图 4.4 使 用 分 裂 基 结 构 的 8 点 整数 FFT ARAE] (旋转 因子 经 量化 或 合 人 
取 整 以 便于 表示 为 16 比特 (N, EI) 。 每 一 次 乘法 的 结果 都 被 均匀 量化 为 N, 比特 。 
内 部 节点 所 需 的 比特 数 N. 仅 由 大 小 为 NN 的 FFT 和 表示 输入 信号 所 需 的 比 
特 数 N. 确定 ) (参考 文献 [1-6] © 2002 IEEE) 




















当 一 个 角 位 于 |、 本 象限 时 ， 存 在 男 一 种 提升 因 式 分 解法 ， 过 程 如 下 : 
cosÜ -sin 0 l| sind -ocos0|1 0 
= de БО 
sin cosO 1 0jLcos0O sind JO -1 

-| 小 ии? ЧЁ ЕГ A 

11010 1 c 10 1 0 -1 


类 似 地 ， 当 Ge( -m, 0) HJ, ЕШ, VARA sind <0, Ml (sind -1)/cos01 值 大 
于 1。 此 时 ， 需 要 用 -[R,,。] 替换 [А], 过程 如 下 ( 见 表 4.1): 


[R,] = —cosÜ sing 0 l| -sinf cos0O |1 0 
-sinÜ -cosg| ` 1 OJ], -cos@ -sinĝ 10 -1 


"P ` F tle о a 
|1 ojo 1 -c 11/0 1 0 -1 


表 4.1 对 每 一 个 9 值 ， 四 种 可 能 的 提升 分 解 中 只 有 两 种 的 提升 系数 均 落 在 -1 - 1 的 范围 内 
(参考 文献 [1-6] @ 2002 IEEE) 





(4.12) 


(4.13) 





























象 限 0 її M 提升 因 式 分 解 
I (0, m/2) 式 (4.6) 和 式 (4.13) 
I (п/2, т) sk (4.11) 和 式 (4.13) 
Ш (=m, –т/2) xt (4.11) 和 式 (4.15) 
NV (—-т/2, 0) 式 (4.6) 和 式 (4.15) 
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例如 ， 给 定 旋转 因子 W =e És Дө = -3m4。 此 时 ， 有 两 个 选择 ， 式 
(4.11) 或 式 (4.13). 。 如 果 选 择 式 (4.11), DIE. 

1⁄2 -1^02 

1/42 ed 


sep m [кк т] 
© lo 1 Jwva 110 1» 


将 式 (4.14) 代入 式 (4.1)， 可 得 一 个 复数 与 旋转 因子 Ws 相 乘 的 提升 结构 。 图 
4.4 给 出 了 采用 分 裂 基 结构 的 8 点 IntFFT 的 提升 / 格 型 结构 ， 其 中 两 个 旋转 因子 WI 
ЖЯ Wi(--Wi) 由 提升 结构 实现 。 整 数 IFFT 与 通常 的 一 样 ， 是 整数 FFT idt, 
其 框图 如 图 4.4 所 示 。 
4.3.1 定点 运算 的 实现 
影响 DSP 造价 的 一 个 主要 因素 是 中 间 节 点 的 分 辨 率 ( 即 每 一 步骤 寄存 器 的 位 
数 ) 。 在 实际 应 用 中 ， 采 样 信号 和 变换 系数 的 精度 不 可 能 是 无 限 高 的 。 由 于 浮 点 运 
算 代 价 很 高 ， 这 些 数 通常 被 量化 为 固定 的 比特 数 。 二 进 制 补 码 运算 可 作为 一 个 用 于 
数字 定点 表示 的 系统 ， 在 该 系统 中 ， 负 数 使 用 其 绝对 值 的 二 进 制 补 码 来 表示 。 该 系 
统 用 于 在 硬件 、DSP 和 计算 机 上 表示 有 符号 整数 ( 见 表 4.2)。 
表 4.2 4 比特 二 进 制 补 码 整数 (4 个 比特 可 以 表示 为 -8 ~7 范围 之 间 的 数 ) 








[Ro] = - [Road = -| 
(4. 14) 









































二 进 制 补 码 十 进 制 
0 lll 7 

0 110 6 

0 01 1 

0 000 0 

1 111 -1 

1 001 -7 

1 000 -8 





TE, 数字 的 表示 〈 第 1 列 ) 是 以 最 高 有 效 位 的 形式 呈现 的 。 

每 一 次 加 法 可 能 增加 1 个 比特 ; 而 对 于 两 个 ”比特 数 相 乘 的 情形 来 说 ， 每 一 次 
乘法 可 能 增加 2n 个 比特 。 为 了 存储 每 一 次 算术 运算 后 的 结果 并 防止 溢出 ， 后 续 步 
又 节点 比 先 前 步骤 节点 需要 更 多 的 比特 。 结 果 导 致 随 着 步骤 的 增加 ， 存 储 结果 所 需 
的 比特 数 会 不 断 累加 增长 。 一 般 来 说 ， 每 一 个 中 间 节 点 的 比特 数 会 被 设置 为 某 个 特 
定 的 值 。 对 于 每 一 个 中 间 节 点 ， 在 一 次 运算 之 后 ， 结 果 中 最 高 有 效 位 (MSB) H 
保留 特定 的 位 数 ， 末 段 将 会 被 截 去 。 然 而 ， 传 统 的 定点 运算 事实 上 是 对 DFT 系数 
进行 了 量化 ， 从 而 影响 了 变换 的 可 逆 性 。 而 提升 方案 是 一 种 能 够 保持 变换 可 逆 性 的 








106 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 





量化 DFT RAITEET , 

K 4.3 所 示 对 比 了 IntFFT 和 FxpFFT 在 降低 噪声 方面 的 性 能 。 在 低 功率 ( 即 系 
数 被 量化 到 低 分 辨 率 ) 情况 下 ，IntFFT 明显 比 FxpFFT 的 结果 要 好 ; 而 在 高 功率 
时 ， 两 者 结果 相似 。 

表 4.3 分 裂 基 FFT 及 其 整数 形式 (FxpFFT 和 IntFFT) 的 计算 复杂 度 (所 需 实数 乘法 和 实 














数 加 法 的 次 数 ， 每 一 





级 系数 量化 到 N. 210 比特 ) (参考 文献 [1-6] © 2002 IEEE) 



























































分 裂 基 FFT FxpFFT IntFFT 

i 乘法 次 数 加 法 次 数 加 法 次 数 移 位 次 数 加 法 次 数 移 位 次 数 
16 20 148 262 144 202 84 

32 68 388 746 448 559 261 

64 196 964 1910 1184 1420 694 

128 516 2308 4674 2968 3448 1742 
256 1284 5380 10990 7064 8086 4160 
512 3076 12292 25346 16472 18594 9720 
1024 7172 27652 57398 37600 41997 22199 

在 二 维 或 更 多 维 的 情况 下 ， 行 列 法 、 矢 量 基 FFT 和 多 项 式 变换 FFT 算法 是 计 

算 多 维 离散 傅 里 叶 变 换 ( Multidimensional DFT, M- D DFT) 时 常用 的 快速 算法 。 


参考 文献 [1-34] 介绍 了 采用 基 -2(N x N) 二 维 ImFFT 算法 在 多 项 式 变换 КЕТ 
中 的 应 用 。 该 方法 可 以 扩展 到 分 裂 失 量 基 算 法 和 行列 式 算法 中 。 

基 -2? 算法 有 以 下 特征 : 其 复数 乘法 的 计算 复杂 度 与 基 -4 FFT 算法 相同 ， 但 
是 仍然 保留 了 与 基 -2 FFT 算法 相同 的 蝶 形 结构 (ILK 4.4) 。 由 于 每 两 个 BF 步骤 
之 后 会 出 现 非 平凡 乘法 ， 因 此 相 乘 运算 采用 更 有 规律 的 处 理 方式 。 如 果 使 用 流水 线 
作业 ， 则 这 种 空间 上 的 规律 性 会 为 硬件 实现 提供 极 大 的 好 处 。 

表 4.4” 非 平凡 复数 乘法 的 次 数 ， 一 次 复数 乘法 意味 着 三 次 实数 乘法 
(参考 文献 [1-33] © 2006 IEEE) 


























N At -2 Ж —2? 分 裂 基 

16 10 8 8 

64 98 76 72 
256 642 492 456 
1024 3586 2732 2504 











在 广泛 使 用 的 OFDM 系统 中 [%]，IDFT 和 DFT 的 变换 对 用 于 子 载波 上 数据 星 
座 图 的 调制 和 解 调 。 在 发 送 端 ，IDFT 的 输入 是 一 系列 数字 已 调制 信号 。 假 设 使 用 
64-QAM 技术 ， 则 输入 的 电 平 为 *1、+3、+ 上 5 和 + 上 7， 可 以 使 用 一 个 6 比特 的 向 
量 表示 。IDFT 的 输出 由 实 信道 上 待 传输 的 时 域 样本 点 组 成 。 相 应 地 ， 接 收 端 将 执 
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B 





行 DFT。 

输入 序列 对 于 实 部 和 虚 部 均 使 用 12 比特 。 内 部 字 长 及 提升 系数 和 旋转 因子 的 
字 长 都 设 为 12 比特 。 

基于 IntFFT，Chang 和 Nguyen 提出 并 证 明了 一 种 VLSI 可 实现 的 基 -22 КЕТ 结 
А1331 。 其 最 重要 的 特点 是 在 提供 与 传统 FxpFFT 相当 精度 的 同时 ， 能 够 保证 可 道 
性 。 由 于 提升 技术 能 够 比 普 通 复数 相 乘 少 用 1 次 乘法 ， 因 此 IntFFT 所 需 的 实数 乘 
法 也 减少 了 。 系 统 仿真 结果 证 实 ， 与 FxpFFT 相 比 ， 基 于 IntFFT 的 结构 也 适用 于 
OFDM AZ! ， 而 且 在 有 噪声 信道 的 情况 下 ， 基 于 IntFFT 的 结构 也 能 提供 性 能 相 
当 的 误 比 特 率 (Bit Error Rate, BER) 。 























4.4 整数 离散 傅 里 叶 变换 

















整数 傅 里 叶 变换 用 定点 数 相 乘 的 形式 来 通 近 DFTL-5] 。 而 定点 数 相 乘 可 以 借 
助 加 法 和 二 进 制 移 位 实现 。 例 如 
7ха=а<<2+а<<1+а 
AH, а 为 整数 ;“ << ”为 二 进 制 左 移 运算 符 。 
本 节 介 绍 两 类 整数 变换 ， 相 应 的 正 向 和 反 向 变换 矩阵 可 以 相同 ， 也 可 以 不 同 。 
这 两 类 算法 分 别称 为 近 完 全 整数 DFT 和 完全 整数 DFT。 
4.4.1 近 完 全 整数 DFT 


4 [F] J DFTE, [F] 为 整数 DFT， 则 对 于 整数 DFT， 若 要 其 满足 正 交 
性 和 可 逆 性 ， 则 需 满足 








[F] [EF] = Р, ЈЕ; ]* = diag( 79.7777. ra) =[ С] (4.15) 
ste, [FJ 表示 [F] 的 转 置 ; r =27 (m 为 整数 ) 。 因 此 可 得 
[C] [F ALR? S [1] (4. 16) 
Aj ram DFT， 整 数 ЕТЕ, 保留 了 [F] 所 有 元 素 的 符号 ， 形 式 如 下 : 
r1 1 1 1 1 1 1 1 
ар Ga -ja -ja -a -jù -a -а +ја ja, a, + ja» 
1 -j al j 1 =] -1 j 
[F] = b, -b,-jb, jb, b, - jb, -bi b, + jb; -jb! -b,+jb, 
AER =1 1 -1 1 =1 1 =1 
b, = +) -jb 0 +), -b,  b,-jb, jb, - by -jb 
1 2 -j 1 j -1 -j 
Lai G tja» Jay 45 tja, ~-a) -or-j -ja a) -ja 
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为 满足 式 (4.15), [F] 中 以 下 两 组 行 复 内 积 应 为 0， 即 



































<Row2, Row6> =0 <Row4，Row8> =0 (4. 18) 
式 中 ，Row 2 表示 第 2 行 。 此 处 复 内 积 定义 为 
<z, и> =w"z 
AP, 2 和 w 为 复 向 量 ; w 为 w* 的 转 置 。 由 式 (4.18) 可 得 
a,b, =2a,b,5 a >a, b zb (4.19) 
由 式 (4.15) 可 得 
ro 9r, = =r =N 
гү 2r; = (№2) а2 + №2 
га =r; = (№2) 52 + М2 
4.5 列 出 了 8 点 整数 DFT 一 些 可 能 的 参数 值 。 
表 4.5 8 点 整数 DFT 的 一 些 参 数值 (参考 文献 [1-5] @ 2000 IEEE) 
а, 2 3 4 5 8 10 17 99 500 
d» 1 2 3 3 5 7 12 70 353 
b, 1 4 3 6 5 7 24 140 706 
b, 1 3 2 5 4 5 17 99 500 
[F] 仅 有 行 向 量 正 交 。 
VU 
PE, [ЕГЕ DIAE; 或 [F;] LE |" 为 非 对 角 和 矩阵 。 
U 
[E J[ F J 为 对 角 和 矩阵 ; 或 [F JULI Р] 为 对 角 和 矩阵 
Hop, [F] 是 [F] 第 一 列 进行 归 一 化 的 结果 ， 见 式 (4.34) 。 
VU 
(йе УТЕ] (4. 20) 





sth, [C] 的 定义 见 式 (4.15)。 则 有 [FJ !=[FJU В [F] 为 酉 矩阵 。 


4.4.2 ”完全 整数 DFT 


4 [F] X DFTE, FOR (4.17) WHE [A] 与 LIF] “分 别 为 正 向 和 


反 向 整数 DFT, 
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[1 1 1 1 1 1 1 1 
аз a4 -jaa -ja -a4,-ja4, -a -a4*ja, jaz a4 +] 
1 =] -1 ) 1 -j -1 j 

[IF] = b, -bi-jbs jb b, = jb, -b b, +jb4 2] -b4 +jb4 

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 
bs  -b,*jb, —jb  b,-jb, -bs 04 -jb jb; -b4 = jb, 
1 ] -1 -j 1 j -1 -j 

La, dy + jay Јаз -a,*ja, =a} -a,-ja, јаз  a,-ja, 

(4.21) 


则 对 于 整数 DET, ABE LIE SC HEAT AT HE, WU й ДЕ. 
[IF] ТЕ, ]* =diag(ro, гү, е, 75) = [D] HITA KB E (4. 22) 
XP, r22"(m 为 整数 )。 因 为 [D] 是 对 角 和 矩阵 ， 则 有 
[D] HF]* EET = [1] (4.23) 
从 式 (4.22) 的 限制 可 知 ， 下 面 这 些 复数 内 积 均 为 0: 
<[F,] 的 第 2 £1, [1F] 的 第 6 行 > = <[Е, 100658 £1, [IF] 058 4 £1 > =0 
<[F,] 的 第 4 行 , [1F] 的 第 8 行 > = <[F,] 的 第 6 行 , [1F] 的 第 2 行 > =0 
a,b; =2а›Ь„ azb; =2а40, (4. 24) 
又 由 式 (4.22) 的 约束 可 知 ，[ Fi] ЯП [IF] 对 应 行 的 内 积 应 为 2 的 整数 次 震 ， 
此 有 : 





ajaz *2a,a, 22* bibs +2b,b, -2^ (4.25) 
a,2a, b,2b, aa b4zb, (4. 26) 
由 式 (4.24), ， 此 处 设 
b,-2a, b,-2a, аз =20, а=; (4. 27) 
则 式 (4.25) 变 为 
2(ajb, +a,b,) -2^  2(bia, *c,a,) 22^ (4. 28) 


2a, 2a, 2а, 
(2) FERA b, 和 5, ， 使 其 满足 


2b, 2b, zb, a,b, + a,b, =2" 





AP, п 为 整数 。 
(3) Ea, а, b3, 5 
by =2**la, by =240 a2 "b 5222" 
式 中 ,为 整数 。 
将 式 (4.17) 和 式 (4.21) 代入 式 (4.22), A 


т==г =r =N 
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гү 2r; =(N/2)a,a, + Nara, 
тз =r; = (N/2) b b + Nb,b, 
表 4.6 列 出 了 8 点 整数 DFT 一 些 可 能 的 参数 值 。8 点 整数 DFT 保留 了 常规 РЕТ 
的 某 些 特性 。 


表 4.6 8 点 整数 DFT 的 一 些 参 数值 (参考 文献 [1-5] @ 2000 IEEE) 























d, 2 7 3 4 4 5 10 
ay 1 5 2 3 3 4 7 
b, 2 13 17 12 44 17 18 
b 1 9 10 7 31 12 13 
аз 1 18 34 7 31 24 13 
а4 1 13 10 6 22 17 9 
b; 1 10 4 3 3 8 7 
b, 1 7 3 2 2 5 3 























4.4.3 能 量 守恒 
[F] 中 ,各 行 是 正 交 的 ， 但 各 列 并 不 正 交 。 
[ЕЕ] = [D] (4.29) 
XP, [D] HK (4.22) 定义 且 是 对 角 的 ， 其 元 素 为 整数 。 
4 X-[F;]'x, Y2([D] LIF])'y， 则 能 量 守 恒 性 质 描述 如 下 : 


x'y* =XY" (4. 30) 
证 明 : 
ХТҮ* =i [F,]7x)( [IF ]™[D] -1y) * =xT[ F,] (IF ]#[D] ES -aly* 
(4.31) 
4.4.4 ”循环 移 位 
^ 
Xi(k) =intDFT[x(n)] Y'(k) 2intDFT[ x(n +h) ] (4. 32) 
SUP, x(n +h) 的 定义 见 式 (2.17) 。 则 有 : 
Yi (k) =X (k) WR kI h BAAR (4.33a) 
Y(k)-X(k)Wy," 其 他 (4. 33b) 


【 例 4.2】 图 4.5 给 出 了 两 个 随机 输入 向 量 x 和 x, 的 近 完 全 整数 DFT 和 完全 
整数 DFT。 
ay 2(2,3,4,5,4,5,2,3)T 
x; = (2.8,4.3 -j0.6,3. 7 +j0. 9,3. 1 -j0. 6,4. 6,3. 1 +j0. 6,3. 70 — 0. 9,4. 3 & 0. 6)" 
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чә do ù CN 


x (n) 
x (n) 





12 
10 


XF(K) 


XF (k) 
О N + с oo 








XF(k) 


XF(k) 
on + OO o 





e) f) 
图 4.5 输入 信号 的 常规 和 整数 DFT 分 别 使 用 虚线 和 实 线 表示 (参考 文献 [I-5] © 2000 IEEE) 
a) А Өх b) 输入 信号 x*， c) x, 的 近 完 全 整数 ЕТ 
d) x, 的 近 完 全 整数 DFT e) x, 的 完全 整数 DFT f) x, 的 完全 整数 DFT 





对 于 近 完 全 整数 DFT， 选 择 下 列 系数 集 : 
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[ар 22, a 21, b, 21, b, =1} 
对 于 完全 整数 DFT， 选 择 下 列 系数 集 ; 
ld; =7, a,=5, b =13, b,=9, a, =18，ou 213, 5, 510, b, =7} 
将 [局 ] 的 元 素 PF; (k,n) 使 用 第 一 列 F Ck ,0) 归 一 化 为 








F,(k,n) =F,(k,n)/F,(k,0) k,n =0,1,--,N-1 (4, 34) 
近 完 全 整数 DET 和 完全 整数 DFT 的 整数 DET 向 量 计算 如 下 . 
X! = [F,]" z! (4.35) 





ГЕ, т 可 以 用 式 (4. 29) PAN CIF] CF] = [D] 进 行 归 一 化 ,得 到 归 一 化 整数 DFT 
[F,]T wr: 


[F,] 2 (LD]'2) LF] (4.36) 
AP, SAA REM D] sk (4.22) E X, AWA: 
[IF] = ([D]!2) "! [IF] (4.37) 


ДШГЕ, 1 2[1F]", BOF, ] MUF] XUE, 
4.5 小 结 


本 章 介绍 了 基于 提升 技术 的 整数 FFT(IntFFT) 并 列举 了 其 优点 。 介 绍 了 一 个 使 
用 分 裂 基 结构 的 特定 算法 (8 点 IntFFT) 。 下 一 章 的 重点 是 将 一 维 DFT 扩展 到 多 维 
DFT( 特 别 是 二 维 DFT) 。 除 了 定义 和 性 质 ， 还 将 讨论 二 维 信号 例如 图 像 的 滤波 ， 以 
及 DFT 域 的 方差 分 布 等 相关 问题 。 


4.6 De 


4.1 Æ det[A]=1 H 50, 


a b 1 0T1 b 1 0 
a[i sf ЕИ! | æ 
c d] |(4-1)% 1]0 1l Ca-1)⁄%b 1 


假设 czx0， 用 式 (P4. 1) 推 导出 式 (4.5) 。 
4 2 “使 用 分 柳 基 结构 ( 见 图 4.4) 实 现 8 点 整数 IFFT， 面 出 相应 的 流 图 。 
43 令 N=16， 重 做 习题 4.2， 分 别 实现 正 向 和 反 向 整数 РЕТ, 
4.4 列 出 5 个 表 4.5 中 未 给 出 的 整数 FFT 的 其 他 系数 。 你 需要 什么 样 公式 ? 





4.7 课程 实践 


4.1 仿真 例 4.2 中 所 述 的 整数 DFT， 获 得 图 4. 5 所 示 的 结果 。 


455 ЕЕ ИМИН ЛЕ 


5.1 定义 


二 维 DFT 主要 应 用 在 图 像 / 视 频 处 理 方 面 。 一 维 DFT 可 很 自然 地 扩展 到 二 维 
DFT, 4 DFT 及 其 逆 变 换 可 定义 为 


N,-1N5-1 
X (ky ko) = Y, Y x(n,nm)Wy 二 维 (N x N,)DET 
n; = 0п5 20 
和 矩形 阵列 
k, =0,1,…,N -1 和 k=0,1,…,N, -1 
(5. la) 
N, -1N -1 
x(n m) = "V. х p XP (ky hy) Wo у" 二 维 (N x N;)IDFT 
к N, -1 和 n, =0,1, N, -1 (5. 1b) 


式 中 ， Wy, =exp( – ј2т/№), Wy, =exp( – ј2т/№,); x(nj,n;) 为 二 维 空域 均匀 采 
样 获得 的 序列 (注意 在 空域 水 平和 垂直 坐标 上 的 采样 间隔 可 以 不 同 ) ; XT (Rs Ls) 
为 二 维 离散 频 域 的 DFT 系数 。 与 一 维 的 情况 相同 ， 归 一 化 因子 N.N, 可 以 均匀 分 配 
在 前 向 DFT 和 反 向 DFT 之 间 ， 或 者 整个 放 在 前 向 DFT。 归 一 化 的 二 维 DFT Ho 
变换 可 以 定义 为 














N -1N -1 
1 n k Nok 
XE (ki ky) = > Y x(n n) Wy we 
JN N nı =0m =0 ib is 
k, 20,1,:-,N, - 1 7 k, =0,1,:-°,N, -1 (5. 2a) 
N,-1N,-1 
1 
a(n, ty) = X* (kj ky) Wy ih Wy 
2d JN, N, b» | 
n, =0,1,…,N -1 和 n,=0,1,…,N, -1 (5.2b) 


№ 和 N, 可 以 是 任意 维 数 ， 为 简便 起 见 ， 我 们 假设 N =N, = N。 所 有 的 概念 、 
定理 、 性 质 、 算 法 等 都 将 基于 N = N, 构建 但 对 于 Ni AN, 仍然 适用 。 因 此 ， 对 
X (5.1) 中 描述 的 二 维 DFT 的 变换 对 可 以 做 如 下 简化 : 
N-1 N-1 


X (kik) = У, > a(n, опо) WOA L gp 20],.,N-1 (5.3a) 


n; =0m 
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N-1 N-1 
A2 2. > X" (ki ,hy ) Wg Coh + nol ni ,n» s0,1,5N =1 (а. ЗЬ) 
N kı 20k, =0 
该 变换 对 可 表示 为 x(m n4) OX" (E, А). 
二 维 DET 的 可 分 离 性 可 以 通过 重 写 式 (5. За), ， 表 示 如 下 : 


x(m nj) = 








N-1 N-1 


X (5,5) = У (У, a,m) m^ we 
m=0 nm=0 
kika =0,1, =, N ead (5. 4a) 


x(n n ) My (Ly xa k уут) уу" 
pee М 0 N 1582) W N N 


ny Ny 20,1,---,N -1 (5. 4b) 
式 (5. 4a) 可 以 看 做 是 二 维 序列 x (n, n4 ) 沿 着 列 方向 进行 一 维 DFT， 然 后 对 得 到 的 
和 矩阵 再 沿 着 行 方向 进行 一 维 DFT。 类 似 地 ， 式 (5.4b) 可 以 看 做 是 二 维 序列 XP (万 , 
访 ) 沿 着 列 方向 进行 一 维 IDFT， 再 沿 着 行 方向 进行 一 维 IDFT。 通 过 重新 排列 式 
(5.4) ， 对 行 和 列 的 操作 可 以 交换 顺序 ， 即 


N-1 N-1 
X"(ki,k,) = 2. ( 2 x(n опо) WR my 
n =0 m=0 
Кү,» =0,1, =, Ned (5. 5а) 
N-1 N-1 
1 1 -nk = пук 
x(n,nj) == — У XF(k ul )W |W 
1 2 N A v> ( 1 2 ) N ) N 


n, n; -0,1,---, N-1 (5. 5b) 
这 一 过 程 如 图 5.1 所 示 。 


— 
— 
ES 十 : — [xO0n,n2jf DFT] 














— = , ko) 
NY > N 个 一 维 DFT 
mannm. 75 шали, 
各 长 度 为 N 各 长 度 为 N 


— 
— 
E 十 | 一 [X*(, 0) 248 IDFT] 


-x(m > п) 
— 
N 个 一 维 IDFT 之 后 N 个 一 维 IDFT 
沿 着 列 方向 ， 沿 着 行 方向 ， 
各 长 度 为 N 各 长 度 为 N 


图 $.1 二 维 DFT 和 二 维 IDFT 的 可 分 离 性 
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EE, —A ON x N) ZH DET 可 以 使 用 2 个 长 度 为 N 的 一 维 DFT 实现 。 为 了 
有 效 实现 二 维 DFT， 本 书 第 3 章 介绍 的 一 维 情况 下 的 FFT 算法 均 适 用 于 二 维 РЕТ, 
假设 和 N 为 2 的 整数 倍 。 基 -2 一 维 FFT ( 见 本 书 第 3 Bt) 需要 Mog, N 次 复数 加 法 
Жор, 次 复数 乘法 ， 一 个 基 -2(Nx N) 二 维 DFT 需要 2? log N 次 复数 加 法 和 
N log; N 次 复数 乘法 。 显 然 这 些 性 质 对 于 二 维 IDET 也 成 立 。 

3X5. 3) HR Bg Е DFT/IDFT 可 以 通过 矩阵 形式 表述 如 下 (可 分 离 性 ) : 














[XF (hy hy) ] -[F]lix(Gu nj) ]LF] (5. 6a) 
(NxN) (NxN) 
及 
(тот) ] = ag EF] САРОБ ho) JLF] (5. 6b) 
(NxN) (NxN) 
其 中 
x(0,0) x(0,1) es x(0,N -1) 
de x(1,0) x(1,1) en x(1,N -1) (5. 7a) 
(Nx N) : : >. : 
х(М-1,0) «(N=1,1) = x(N-1,N-1) 
和 
X" (0,0) AT CO. 15 e. X*(0,N -1) 
TIT X* 1,0) XE(1,1) de  XF(I,N-1) ¿Sa 
(N x N) : : E^ : 
XE(N-1,0) XF(N-1,1) we XI(N-1,N-1) 


将 式 (5.6a) 代入 式 (5.6b) 得 

А218) *[F][x(n ољ) ][FJ[F]* = [абау sn)] 
ЖЖ, [F] * [p] = М], (СЕ) = LF]D) 

很 容易 看 出 ， 式 (5.6) 同样 可 以 表述 为 


[XF (5,55) |o 2 CLF]GL F]) [xCm ,02) Ito (5. 8a) 
(N? x1) (М x1) 
及 
[w(m ma) Jro = gg LF] * @[F] 2 LX C she) Jro (5. 8b) 
(N x1) (N° x1) 


式 中 ， [x(n ,n3) lio -[x(0,0),x(0,1),---,x(0,N 2 1) ,x(1,0) ,х(1,1), ---,х(1, 
N -1) ,x(N -1,1,*,x(N -1,0),) ,,x(N -1,N -1) ]T, 为 一 个 (ON x1) 的 列 
向 量 。 这 可 以 通过 对 式 (5.7a) 的 各 行 作 为 一 列 N 个 元 素 进行 重 排序 得 到 。 这 样 
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的 重组 叫做 词典 排序 (Lexicographic Ordering, LO), iit xt |X" ( ki ,ky) ] 进行 词 典 
HUE, НГРИ ГА (hy ka) Ji 

符号 @ 表 示 克 罗 内 克 积 (Kronecker product ,也 叫做 矩阵 积 或 者 直接 积 ) ， 其 定义 
见 本 书 附 录 E。 


а dj ain 11 12 14 
[A]@[B] = аә] 62 don G bx by b, 
Og] ам? ат bj bo UC b 
(m xn) (p xq) 
ay В] aplB] … alB] 
- ал [В] aal B] N as LB) [C] 
| A (mp x nq) 
An LB) aso | B | nei aml B | 
(mp x nq) (5.9) 
注意 , 一 般 情 况 下 , [4]@[B]z[B]@[4]。 


5.2 性 质 


一 维 DFT 的 各 种 性 质 对 于 二 维 DFT 均 适 用 。 
5.2.1 周期 性 
«(ny ,n5 ) FX" (k, ,ks ) 均 在 两 个 维度 上 周期 为 NY， 即 
x(n, +N,m) 2x(n,,n, +N) 2x(n, +N,n +N) 2x(n,,nj) (5. 10а) 


XF(k, € N,k,) = X (kh +N) =X" (b, & N ky +N) 2 XF (Kk) (5.10b) 


5.2.2 EN ER 
Mx (m, п) 为 实数 时 ， 有 


N N м N. * N 
X Cr thog thy) [А (= Fh Tk) ] Еу, =0,1,…,7 -1 (5. 11a) 


XF(k,,k,) S[XY (N-k, N-k,)]* 0,0, 20,1,*,N-1 (5.11b) 


这 意味 着 在 M 个 DET 系数 中 ， 仅 有 图 S. 2a 所 示 的 双 线 区 域 的 DFT 系数 是 惟一 的 。 
对 于 系数 为 实数 ， 图 5.2b 给 出 了 M =N=8 时 DFT 系数 具体 的 共 斩 对 。 
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N 为 偶数 时 二 维 DFT 区 域 
a) b) 


图 5.2 NM 个 DFT 系数 分 析 
a) 当 x(n ,ma ) 是 实数 时 ， 交 又 区 域 的 DFT 系数 是 惟一 的 
(车 入 是 偶数 ， 这 些 系数 的 个 数 是 (NN?/2) +2; 若 W 是 奇数 ， 则 这 些 系数 的 个 数 是 (Nz +1)/2 
b) 实数 图 像 数据 的 DFT 系数 的 共 箔 对 称 性 (M、N 为 偶数 ，M =N =8) 


5.2.3 ”时 域 /空域 的 循环 移 位 (周期 性 移 位 ) 


x(n, My) OX (ky ky) 

x(m -m, n; – то) SX" (kk) Wa * m (5.12) 
WP, x(n, -m,n = т) A x(n n4) WA n, 循环 移 位 了 mi 个 样本 点 ， 以 及 沿 着 
ny 循环 移 位 了 m, 个 样本 点 。 因 为 1 umo | =1， 所 以 x(mym) 的 幅度 谱 和 功 
率 谱 对 于 其 循环 移 位 来 说 是 不 变 的 。 
5.2.4 频 域 的 循环 移 位 〈 周 期 性 移 位 ) 

х(пу,п») W; Cn t nato) СХЕ ( k. -u,,k, — ш) (5.13a) 
式 中 ， X" (s =u ka -u ) H X" (k why ) 沿 着 Е 循环 位 移 了 ui 个 样本 点 ， 以 及 沿 着 
k, 循环 位 移 了 и, 个 样本 点 。 循 环 移 位 的 一 个 有 趣 的 特例 是 = u, = 时 的 情况 。 
此 时 ， 有 





x(n m) (C71) ERX" (hy У, 0) 为 偶数 (5. 13b) 
条 件 为 
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n = -1 , Wg ee =exp[ EET, +m) ] = ејт(® +m) = ( e) 
图 5. За 所 示 左 上 角 的 直流 (de) 系 数 X" (0,0) BUE REI Y ҖЕ Яз TE RR HF 
( 见 图 5.3b) 。( 同 理 ，N DUUM, (n Lun -Ae D^ 8X (h hp) 0) 





























п» 0 Lee 3 e N-I k¿— 0 1 … i we N-I 
n К 
| | 
0 0 
1 1 
A х(пь m) 5 XF (key, ko) 
N-1 N-1 
二 维 数据 阵列 二 维 DFT 阵列 
x (m, nj) < XF ks) 
fa = VT, = ЕН 
Лә = 1/72= 水 平 的 采样 率 
! 频率 | 频率 
kz! 增加 ' 降低 
foo 2fo2 i Joz 
ki dc | | i 
A eem dc + 
而 р 21 foi = UNT e fa IN 
— | f 
dicic — DE fo2 = ИМТ» 9 fo N 
增加 : i 
NENNEN i 
2 N 
(8 
频率 2. 
降低 
Joi 








x(m, п) XT (k), ky) 
a) 


图 5.3 x(n,,nj) x(n ,n) ( C1) *2f5 Е DFT 
a) x(n, na) 的 二 维 DFT 
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2%» f 0 Sor 2Jo 
| — 2fo1 ЛЕ 
: I— foi 
сс PUR PE HS 

' (0,0 

MAS ) 广 一 Jou 
[— 2fo1 дк 
(3-05, 

(o 7 2 k = 3) 
b) 


[85.3 a(n п) All x(n pna) (7 1) *" f ОЕТ 88) 
b) (m,n) (21) +" RHE DFT 
假设 沿 着 n 和 n, 的 采样 间隔 分 别 为 TI ЖП T (f, =1⁄T, fl f, =1/T, 分 别 为 相应 
的 采样 率 ，# 样 本 点 / 米 ) ， 沿 着 H ky KIRIM foy =ar ЛЬ = rs 
1 2 


5.2.5 RHS 





生 


x(n, = mn; ny) OX" (E, ,k, + ті) (5. 14) 
ENR SAE SE Db m FERE TALES ЕНИ Е 9 Ph — 4S HE BE DRE C — m) IP 。 
И, meal, 有 











ІА: 5 610 20 -4-p 7 Aa 
| | : | : - 
1 2 310 a |15-j6 -4-j315-j2 -j7 | 
[x] = i Mn J [XF] = J f J | J 1 ] 
0 0 0 0 9 -3 | 3 3! 
0 0 0 0 15+j6 -j7 5+j -4+j3 
ee ee ЕЕЕ 
AsO 0 0 21 -4-j7-77 -4+j7- 
1 5^0 0 so ]e4-B257p jJ 4525 
[y] | 5. У . lec Yt] LEE ^ 
ÜM2 61 0 _— 3 B9 -}3 
0 03! 0 -4+j 15+j6 -j7 5+)2 


DER, SRAT, JEHIY'] 每 行 的 DFT 系数 进行 了 循环 移 位 。 
质 的 证 明 见 本 书 附 录 Е. 2。 


a 
f= 
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5.2.6 旋转 性 


将 图 像 在 空域 旋转 一 个 角度 9 将 引起 其 二 维 DFT 在 频 域 旋转 相同 的 角 
E, A, 
x(n,cosÓ -m sinb nsin + n4cos0) &X* (Е cos0 — ky sin, k, ѕіп + k;cos0) (5. 15) 
RP, Их (nj, n) ÆN xN BJ Jr AS RUA ET EN E Pe AE Ө, 
注意 ， 方 格 坐标 旋转 后 ， 新 的 格 点 可 能 未 被 定义 。 图 像 在 最 近 的 可 用 格 点 的 值 
可 以 通过 插值 预测 得 出 〈 见 本 书 8.4 T). 


5.2.7 WHARE 





这 是 任何 西 变 换 都 具有 的 性 质 ， 即 在 正 交 变换 的 情况 下 ， 能 量 守 恒 。 这 一 定理 
表述 为 
N-1 N-1 N-1 N-1 
Y Y [x(n n) |? zi > > [x(ni,n.) ]x (ni ,n4) 
n = -0n, =0 rp ви 
N-1 N- 
- Jb jux: Ex Ch ska) Wa hm? Jet (ni sn) 
N-1 N-1 
= n Xr (hy shy) [Z У лош om) Witte ] 
= Эу E akd [X Cka] 
-1 N-1 
= У У 3 (h lp) P (5.16) 
5.2.8 卷 积 定理 


两 个 周期 序列 在 时 域 /空域 的 循环 卷 积 相当 于 二 维 DFT 域 的 相 乘 。 令 x(m uns All 
y(ni,m) 为 沿 着 mn 入 方向 周期 为 N 的 两 个 实数 周期 序列 。 它 们 的 循环 卷 积 》 


N-1 N-1 


Zon (mi ,m.) = em Y х(тү,п›)у(т, = ni My - Nz) 


om =On, =0 
= x(m nj) * y(n; ,n;) (5. 17a) 
m,;,m», = Odor -1 
在 二 维 DFT 域 ， 这 等 同 于 


NON ) ea; LX быб ,)] 


Zeon 


ky sky 20,1,-,N -1 (5. 17b) 


j 
+ 
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x(n, ,n4) OX (k, , kp) 
y(n My) OY (ky ky) 


Zon (M1 ,ma )e 4 (ki ,ho ) 
N-1 N-1 
1 mjk, 4m 
Zoon (m1 т) = М, > 2 =н JY" (kk, )Wx (тук +moək;) (5. 17c) 


[9015.1] 利用 空 ; 域 两 个 周期 阵列 的 循环 关 和 式 (5.17a)， 有 : 












































n Ay 
fa x(nj,nm) | y(n) 2 y(-ny-nj) 
1|3 |0 4|2 
m0) 1 | 2 a |0), rage | 
ЗЕ; = "NI = 
a= 0 1 I Т ] 1 
E 2 |4 | 














将 阵列 x(n, ,n ) 使 用 周期 (2,2) 扩 展 为 2 fi, Bl x (n, „n ) =x(n, +2 ,п, +2) 


n 2 
A ho NZ con 074m) 
3| 0] 3] 0 t | 10 | 
E a pis 
oe alee te Mai s | 
| = Ny == п 
| 


0 "a 
Ep N’ zeon (0,0) = 1+ 12 = 13 
2 











| 

| 

| 1 
з |. 





1 


输出 Zeon (mi ото) FY РДЕ LA SES НОТА t ye ( 85225 SCAR B6 | РЈ 2.7) 。 

[805.2] 二 维 DET 域 的 相 乘 式 (5. 17b) 及 其 逆 变 换 的 MATLAB 程序 代码 如 
下 所 示 。 输 入 阵列 已 在 例 5. 1 中 给 出 。 注 意 ， 和 矩阵 表述 是 在 二 维 笛 卡 儿 坐 标 表述 的 
基础 上 顺 时 针 旋 转 90° 而 成 的 。 

x-[13;20]; 
y-[14;02]; 
X = ffi2(x) ;Y - ff( y) ;z 2iffQ(X. * Y); 
%z=[13 11; 
% 8 10] 

与 使 用 DFT/FFT 计算 一 维 信号 的 非 循环 卷 积 一 样 ( 见 图 2.9) ， 为 了 通过 DFT/ 
FET 获得 两 个 序列 的 非 循环 ( 非 周 期 ) 卷 积 ， 这 两 个 序列 需要 进行 补 零 扩 展 。 详 细 
说 明 如 下 : 

由 于 DFT ЯП IDFT 都 具有 周期 性 ， 所 以 使 用 DFr/FFT 法 求解 出 的 实际 是 循环 
卷 积 。 然 而 ， 通 过 在 原始 序列 末尾 添加 足够 多 的 零 ， 则 可 以 通过 ОЕТ/ЕКТ 法 得 到 
非 周期 卷 积 ( 见 图 5.4) 。 

注意 ， XE (ki „ka ) 和 Y: (hy shy) 分 别 表示 扩展 后 序列 Xea ni „n ) 和 Yea Uti ,nj) 
的 二 维 DFT, 
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М Ж>Мү+1,\ -1 
N3ZMs*L5 -1 







VES Hn URN, (M| -1) F 
KO Mi 个 零 ， 并 沿 m2 增 加 Xe ska) 
n370,1,77,M5-1 N5- (M5 -1) 个 零 ， 

x (ni, n>) 来 获取 xext (ni, no) 

(MX Mj) 










(NX N2) 
DFT 匹配 系数 相 乘 


=O tes Ff iim HUN -(L1 —1) 
к, 个 零 ， 并 沿 n 5 增加 
n370, L*,L2-1 —9| л, (L5 A58, 二 维 DFT [ук kp) 
x (ni ,n>) 来 获取 Y ex (ni, 15) тре 
(LX Ly) 


(NX No) 













1 
N? 





Xe , kY E(k * ky) 
x (ni,no) Fl y (ni , no) 
的 非 周 期 卷 积 




















图 5.4 使 用 二 维 DFT 计算 二 维 非 周 期 ( 非 循环 ) 
卷 积 (DET 和 IDFT 由 快速 算法 实现 ) 








5.2.9 ”相关 定理 


类 似 于 卷 积 - 相 乘 定理 (时 /空域 的 卷 积 相当 于 DFT 域 的 相 乘 ,反之 亦 然 ) X 
于 相关 有 着 相似 的 关系 。 类 似 式 (5. 17a) ， 循 环 相关 为 


N-1 N-1 
1 
zam,,m,) = 2s > xz(níi,n,)y(mi +ni,m, + nj) 
n; =Ün, =0 
m, m, -0,1,---, N-1 (5. 18a) 
在 二 维 DFT 域 ， 这 等 同 于 
1 * 
Zt (E 73, = К Chr sha) J Сы) (5. 18Ь) 


其 中 
zoor mig ,m2 ) ea (ki ,ks ) 
为 了 通过 DFIVFFT 获得 两 个 序列 的 非 循环 ( 非 周期 ) 相关 ,这 两 个 序列 需要 在 
未 尾 补 零 (与 卷 积 的 情况 类 似 ) 。 通 过 先 取 XT Ch, k) MVE BEE, BASIS Y 
hy sky) AUR, HET 5. 4 所 示 的 框架 即 可 获得 序列 的 非 循环 相关 。 


5.2.10 ”空域 微分 





0" x (n ,m,) 


m 
Ən, 


ex jk, ) "X" (ky ,k;) (5. 19a) 
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5.2.11 AUD 


| Ə” X" (k, kz) 
( јн ande — dm —— (5. 19b) 
1 


5.2.12 HAMNAT 
V?x(n ny) - (Е +02) X (ki ,Е,) (5. 20) 
5. 2. 13 和 6 形 方 程 (0,0) b-1 N-1 


这 是 图 像 系统 运动 模糊 ( 见 图 5.5 和 图 5.6a、b) 的 单 
位 脉冲 响应 模型 。 模 糊 图 像 y(m ,m ) 和 单位 脉冲 响应 矩 a- 
ME rect( a , b) 表述 为 








0 0 
y(n n5) = > > x(n = тү, - т») M-1 


m,=a-1 m =b-1 


k kab _. | 图 5.5 EJE r 
rect( a,b) ab sinc) sinc( ap Бона И MNT (5 21) 





(rect (a, b)) 








图 5.6 居中 的 二 维 西 DFT 幅度 
a) 方块 图 像 b) 图 a 的 DFT 幅度 图 c) 二 维 直流 信号 d) 图 e 的 DFT 幅度 图 (峰值 ， 直 流 系数 
是 125 x500) е) 二 维 指数 函数 x(m ,mm ) 2e-C172902-250 f) е AY DFT 幅度 图 
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5.3 二 维 滤波 


通过 将 二 维 DFT 系数 适当 进行 加 权 ， 即 可 实现 对 于 二 维 信号 (ту, то) 的 频 域 
滤波 ( 见 图 5.7) 。 


(NXN) (NXN) 
ХЕК, ko) Š" (ki ko) 






x (m, no) 二 维 滤波 二 维 n, no) 
(NXN)DFT GF (ky, ky) (NX N)IDFT 











(NXN) 


图 5.7 二 维 DFT (Ж) 域 的 二 维 滤 波 


在 图 5.7 rh, X (ki, E) =X" (hk) G'(E hk) , Ж, GF CR Ls ) ÆR A 
数 ( 二 维 滤波 器 )。 图 5.8 和 图 S. 9 给 出 了 相应 的 低 通 滤波 右 ( Low Pass Filter, LPF) 、 
TER US Кл ( Band Pass Filter, ВРЕ) 和 高 通 滤波 器 (High Pass Filter, HPF) 。 图 像 的 二 
维 DFT， 如 图 5.10 和 图 5. 11 所 示 。 


Тт = ROGER) 
万 =172= 采 样 率 (水 平 ) 











频率 增加 т ”频率 降低 
ky — f еи 
! Jo: 2fo2 m * Е Јо 
E | 
foi 
2fo1 
频率 增加 
1 fa 
In^ NEN EE 
_ 1 _ fe . 
0 NT. N 频率 降低 : 
foi 


XF (hy, ko) = [x пз) ФЕТ 








图 5.8 相应 区 域 的 二 维 DFT( 系数 保持 不 变 ,其 余部 分 设置 为 0) 
LPF 一 低 通 滤波 器 ”BPF 一 带 通 滤波 器 ”HPF 一 高 通 滤波 帮 
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频率 增加 <—— 频率 增加 
2 fo "n f Joz 2fo 


^w 频率 增加 
01 


Jo 
27 频率 增加 











5.9 [xz(m ,n.)( -1)'"*”?] ZHE DFT 的 区 域 滤 波 ( 正 如 图 5.8 所 示 ， 
二 维 DFT 系数 在 相应 区 域内 保持 不 变 , 其 余部 分 设置 为 0) 








°) d) 


图 5.10 256x256 图 像 的 二 维 西 DFT，8 比特 /像素 (0 ~255) 
a) 原始 图 像 (Lena) b) 相位 谱 c) 二 维 DFT[x(m ,nm ) 1] 的 幅度 谱 
d) ZH DFTL x(n, ,n;) ( -1) ^ *2 ] [0 BERS (直流 系数 在 中 心 位 置 ) 
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a) b) 


, DET 


图 5.11 图 像 的 二 维 西 DFT 
a) 分 辨 率 图 b) 分 辨 率 图 的 幅度 谱 c) 二 值 图 像 d) 二 值 图 像 的 幅度 谱 


5.3.1 逆 高 斯 滤波 器 (IGF) 
逆 高 斯 滤波 器 ( Inverse Gaussian Filter ,IGF)( 见 图 5. 12) 的 定义 如 下 : 


ХФ, ko) GF (ky, k) F (ky, ko) 


5.12 道 高 斯 滤波 右 





d) 












































8 +8) 20? 20 1... № 
GF (ky skp) = ae вао (5.22) 
GF(N - k, ,N - kj) 其 他 
逆 高 斯 滤波 器 的 径 向 截面 如 图 5. 13c 所 示 。DFT 域 的 运算 为 点 乘 运算 ， 即 
(0,0) 
G'&i- 2 k - 3) —>k 





a) b) 
5.13 道 高 斯 滤波 器 (IGF) (№, =N, =N 2512) 


a) о? 22 x83? Hf IGF 的 频 域 响 应 ( 直流 系数 位 于 中 心 位 置 ) 
b)o2 =2 x200? 时 IGF 在 二 维 DFT 域 的 可 视 化 表示 ( 直流 系数 位 于 中 心 位 置 ) 




















$53 HARPS RK 127 





с2= 802 + 80? 
с2 = 832 + 83? 


c? = 862 + 86? 


25607 





0 1 1 1 1 
0 50 100 150 200 25 





k (`4k;,= 0 
A 1( 当 k2=0) 


с) 





























图 5. 13 ” 逆 高 斯 滤波 器 (IGF) (М, = N =N 2512) (Ж) 
с) WE a? 情形 下 IGF 的 径 向 截面 


XF (Kk, ,k,) 2 GF (hy ,k,) X" (hy kp) kika 20,1,:,N -1 (5.23) 
此 滤波 器 使 得 高 频 分 量 加 权 很 重 ， 用 于 恢复 被 大 气 干扰 或 者 其 他 可 用 高 斯 分 布 
建 模 的 现象 引起 的 图 像 的 模糊 ( 见 图 5. 14) 。 

















a) b) 


Ё 5.14 “Lena” [E (512 x 512) 的 逆 高 斯 滤波 
a) 原始 图 像 b) 滤波 增强 图 像 (2 =k? +02, =k, 83) 


5.3.2 RERE 


二 维 DFT Ж XP (I, ko) 可 用 式 (5.24) 表 述 ， 包 括 幅 度 和 相位 。 根 滤波 器 的 
描述 如 图 5. 15 所 示 。 
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输入 输出 
XF(ky, ka) {кена | IX (ks. ka) |Z OF ky, ko) 


5.15 Ж (0а) 
XE (ky ky) = 1X" (k ,k,) | ZO" (k; ,k,) (5.24) 
RP, L0 (kk) =e’) 。 
通常 情况 下 ， 与 低频 系数 相 比 ， 高 频 系数 的 幅度 较 小 。 根 滤波 增强 〈 增 加 权 
E) 了 高 频 系 数 ( 低 幅度 ) 相对 于 低频 系数 的 幅度 ( 见 图 5.16 和 表 5. 1)。 








c) d) 


图 5.16 根 滤波 
a) 原始 图 像 b) а=0 (只 有 相位 ) с) а=0.5 d) а=0.7 


表 5.1 根 滤波 器 增强 了 高 频 系数 














a=1/2 

滤波 前 滤波 后 
| 低频 系数 | 100 10 
| 高 频 系数 | 10 3. 162 
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5.3.3 同 态 滤波 


若 将 对 数 函 数 应 用 于 DFT 的 幅度 谱 ， 公 式 如 下 . 
S (kj ,hk ) = (In | XF (k sky) |) еј») |X" (ky R5) |z0 (5. 25a) 
则 SE (4, 4, ) JE AE He (Fs (ny ,n, ) 表 示 ) 叫 做 图 像 的 倒 谱 (cepstrum) (ILKI 5. 17a) 。 
倒 谱 的 例子 如 图 5. 18 所 示 。 同 态 变 换 降 低 了 图 像 在 变换 域 的 动态 范围 。 























E 倒 谱 
Й F i F Й 
= ат ne оре rs 
同 态 变换 7 

a) 
; SFC, ko) : ХЕК, k x (m, п) 
E (т m) [4] [5] [4]? na exp (|S F(k,, ky) el tz ( 1 2) [A] ![ xF] ( [4]! 1» 2 
Idee or 
b) 
同 态 滤波 
©) 
5.17 倒 谱 和 同 态 滤波 〈 注 意 同 态 滤波 可 应 用 于 任何 变换 域 ， 











如 DCT 和 哈达 玛 (Hadamard) 变换 ( 见 图 5.18)) 
a) 同 态 变换 b) HAKEM с) 同 态 滤波 





5.18 倒 谱 
a) 原始 图 像 b) DFT c) DCT d) 哈达 玛 变换 
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同 态 滤波 可 有 效 地 用 于 存在 乘 性 噪声 的 情况 下 图 像 的 恢复 。 图 5. 19 描述 了 这 一 
过 程 。 输 入 图 像 可 看 做 是 无 噪 图 像 r( п no) 与 照明 干扰 阵列 (n,n) ARER, Вр 


XT, ko) 


то лә af Ea nts ar H и, 


X (m, n3) 





















恢复 的 图 像 


x (m, п) 


图 5. 19 实现 图 像 增 强 功 能 的 同 态 滤 波 (“@” 表 示 两 个 矩阵 的 点 乘 ) 


[4] (X, о) о [HF (a, ko) 1XEA4] ~! 




















x(n n4) 2r(n ,n5)l(n, n>) (5. 25b) 
将 对 数 函 数 应 用 于 式 (5. 25b) 可 得 加 性 噪声 观察 模型 - 
Inix(n, ,n3) | 2lnir(n n3) | *lnil(n, ,n3)] (5. 25c) 


进而 应 用 二 维 DET 域 的 区 域 掩 蔽 (zonal mask) 以 降低 干扰 分 量 的 对 数 。 接 下 来 是 
求 客运 算 的 区 域 掩蔽 。 增 强 过 程 的 例子 如 图 5.20 所 示 。 例 中 ， 照 明 场 1(ni nz) WA 
左 到 右 自 0.05 增加 至 2。 使 用 一 个 巴特 沃 斯 高 通 滤波 器 ( 见 本 书 课程 实践 P8. 16) 代 
替 区 域 高 通 滤波 顺 来 作为 平滑 截止 滤波 器 。 另 外 ， 参 考 文 献 L[IP19] 中 图 4.61 所 示 
的 方案 设计 用 于 通过 而 不 是 阻止 低频 。 因 此 ， 此 滤波 需 近 似 于 高 频 增 强 滤 波 器 。 

















Al5.20 受 照明 干扰 图 像 的 同 态 滤波 
a) 原始 图 像 b) 受到 照明 干扰 的 图 像 с) 同 态 滤波 后 的 恢复 图 像 
图 像 的 光照 分 量变 化 缓慢 ， 然 而 反射 系数 分 量 在 物体 的 连接 处 变化 剧烈 。 因 此 








对 数 图 像 二 维 DFT 的 低频 分 量 对 应 于 光照 ， 而 高 频 分 量 则 对 应 于 反射 系数 (类 似 例 
子 见 参考 文献 [IP18 ,B42] ) 。 


5.3.4 范围 压缩 


图 像 二 维 DFT 的 动态 范围 非常 大 ， 使 得 仅 一 小 部 分 系数 是 可 见 的 。 动 态 范围 
可 以 通过 对 数 变换 进行 压缩 ， 即 
VF (key hey) =clogyg(1 + | XF (ky , 5) |) (5.26) 
AP, e 为 一 个 缩放 比例 常数 ( 见 图 5. 21) 。 在 实际 应 用 中 ， 幅 度 谱 将 加 上 一 个 正 的 
常数 ， 以 防止 对 数 函 数 趋 于 负 无 穷 大 。 
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5.3.5 高 斯 低 通 滤波 器 


NxN 图 像 的 高 斯 低 通 滤波 器 具有 
下 列 频率 响应 : 


gc thee k, yk, -0,1, > 


H'(N-k,N-k,) 其 他 a) b) 
(5.27) 图 5.21 Lena 图 像 DFT 的 范围 压缩 ( 见 图 5.10) 
WP, Л (А,Ь) 到 滤波 器 中 (本 书 所 有 的 幅度 谱 图 像 都 经 过 了 范围 压缩 ) 
心 的 距离 ( 见 图 5.8); er 为 截断 系数 。。) хее, - l 2 VE (k - l - 
MJ +k =o 时 ,滤波 器 落 在 其 最 大 
值 1 的 0.667 (Л 5. 22е), Е, Ё 5. 22а, Ь 所 示 对 应 于 图 5.9 所 示 情 况 。 

















H'(k ky) = 




















ш 











Ь) 








(0. 0) 


ky 





~ 
(0,0) 





0.667 





ky (Wk; = OK) 


0 50 10 150 200 250 
c) 

















图 5.22 ЕКОО =500) 
a) 高 斯 低 通 滤波 器 (LPF) 的 频率 响应 b) 二 维 DFT 域 高 斯 低 通 滤 波 器 (LPF) 的 图 像 化 显示 
с) Ж] ос 值 对 应 的 高 斯 低 通 滤波 器 ( LPF ) 的 径 向 截 





























5. 4 Wik 波 和 维 纳 iz 波 


道 滤波 如 能 够 完美 地 恢复 一 幅 无 噪声 线性 系统 输出 的 模糊 图 像 。 然 而 ， 当 存在 
加 性 白 噪 声 时 性 能 不 佳 。 频 谱 比 NT7 严 影响 着 图 像 恢 复 [ 上 中 ] 。 假 设 在 频 域 ， 有 图 
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5.23 所 示 的 下 列 系统 : 


N (ki, ka) 


UF (ky ko) —— Н, k) SW V (ky, ko) 


图 像 系 统 /设备 


l 恢复 图 像 
VF (ky, ko) _——?| H¥ (ky, ko) ü (ni, m) 


5.23 EPEY 
V. (ky ,Е,) =U" (he, ,k,) H* (hy ka) +N¥( ky ,k,) (5. 28) 
др, UF (ky, ky) NTA EJ u(n, n) АЯ DFT; NF (k, k) 为 加 性 噪声 ; 
Н (k, k) iB EPA, VF Ck, ,局 ) 的 二 维 IDFT 是 模糊 的 图 像 ， 同 时 也 是 道 滤 波 器 
F 
ra ËA щ | HF (hk, ky) | «e 时 , INR 
因此 伪 逆 滤波 器 定义 为 




















变 得 非常 大 ( 见 图 5.24c)。 





5.24 逆 滤 波及 伪 逆 滤波 后 的 网 像 
а) 原始 图 像 b) 模糊 图 像 c) 逆 滤 波 后 的 图 像 d) 伪 逆 滤波 后 的 图 像 


——— | H* |50 
H (E, ky) 2 4H (k, ,k,) (5.29) 


0 |H" | =0 
M Lg |) РЕШЕ e BF, HT (hi ky REN 0% 
逆 滤 波 是 从 一 个 系统 的 输出 恢复 其 输入 的 过 程 。 逆 滤波 器 通过 在 二 维 DFT 域 将 
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退化 图 像 除 以 原始 图 像 得 到 。 如 果 下 降 为 0 或 者 为 非常 小 的 值 ， 则 NP HP 非常 显著 。 
5.4.1 维 纳 滤波 器 


道 滤波 器 和 伪 道 滤波 器 仍然 对 噪声 很 敏感 ， 因 此 噪声 可 能 被 放大 。 而 维 纳 
(Wiener) 滤波 器 就 可 以 克服 这 个 缺点 。 维 纳 滤波 是 在 图 像 同 时 存在 模糊 和 噪声 的 
情况 下 的 一 种 有 效 的 恢复 图 像 的 手段 。 这 种 恢复 滤波 器 是 线性 空间 不 变 滤 波 需 ， 它 
使 用 了 图 像 及 噪声 的 功率 谱 来 防止 噪声 的 过 分 放大 ， 见 式 (5. 32b)。 

CAI E[u(n; ,n;) ] =0 MEL (ny n) ] =0， 从 观察 /退化 图 像 v(ni ,n, ) 获得 
ERRER u(n n.) 的 一 个 预测 (mi ,ns,)， 使 得 如 下 的 均 方 误差 ( Mean Square Er- 
ror, MSE) 最 小 ( 见 图 5. 25а): 











观察 /退化 图 像 


目标 / 原 n Д 
ат vin m) kann 
unm, n, 





图 像 探测 器 加 性 噪声 yo ny) 维 纳 滤波 器 
(Лі) 
а) 
VF (ky, ko) | 
NF (ky, ko) 
b) 




















Р 5.25 维 纳 滤波 (其 具体 实现 见 参考 文献 [ B6] 中 的 图 8. 13) 
a) 空 域 中 维 纳 滤波 器 b) 二 维 DET 域 中 的 维 纳 滤波 器 
а? = E( [u(n, ,n3) - u(n, ,n5) ]?) (5.30) 
AF, EC: ) 表 示 整 体 图 像 的 期 望 。 即 ,通过 下 式 ， 我 们 可 获得 原始 图 像 un , 
ny) 的 最 佳 线性 预测 : 


ü(n, Np) m > > g(n — My, MN = m,)v(m, ,m;) (5.31) 


式 中 ， 维 纳 滤波 器 g(n, ,mm ;mi m, ) 由 最 小 化 式 (5.30) 的 MSE 得 到 。 
4 UP VE Ù ANDIA u, 去 和 加 性 噪声 7 的 二 维 DFT。 令 S, 5, 
AY 3 u 和 ” 的 功率 谱 密 度 ( Power Spectral Density, PSD)。 输 入 图 像 u(ni ,m ) 的 功 
率 谱 密度 5,, 定 义 为 
1 
Sa CR sk) =! U" (k; sko) |? 


H Sa 为 wmy) 的 自 相 关 函 数 的 二 维 DFT, 
对 于 一 个 频率 响应 为 НЕ (ky ky) 的 线性 移 不 变 ( Linear Shift Invariant, LSI) 系统 
来 说 ， 其 傅 里 叶 维 纳 滤 波 器 定义 为 


G" (k; ska) = 

















[H" (k; ska) | * Su (ki E) 
\Н (ky ky) 48, (hy ho) + Sy (ki sko) 





(5. 32a) 
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[HT (E, 65) | x 


7 S (ki shy) 
H'Ck „k ee к ш. 
I ж 


此 滤波 器 需要 知道 目标 /原始 图 像 和 噪声 的 功率 谱 ， 以 及 成 像 系 统 的 频率 响应 
(或 点 扩散 函数 (Point Spread Function, PSF) 的 二 维 DFT)。 对 于 一 个 典型 的 图 像 恢 
复 问题 ， 这 些 都 是 已 知 的 。 如 果 噪 声 方 差 未 知 ， 可 以 从 观察 图 像 中 的 平坦 区 域 预 
测 。 此 外 ， 还 可 通过 其 他 多 种 方法 预测 5S,,。 其 中 最 常用 的 方法 是 使 用 观察 图 像 
v(m ,n; ) 的 功率 谱 5,, 作 为 Su 的 预测 王 *!6] 。 去 模糊 的 图 像 通过 下 式 计算 得 到 

&(n, nj) = IDFT[ G* (E, ka) V (Ck, ke) ] 
均 方 误差 可 以 写 为 〈 丁 变换 前 后 总 能 量 保持 不 变 ) 
02 = z4,(0,0) = ((n,,n;) = (0,0)) 时 误差 的 PSD 的 二 维 IDFT 


(5. 32b) 





xd y y rd) (5. 33а) 
N° i, ky =0 
AP, S. 为 误差 的 功率 谱 密 度 (PSD), БП 
S.(k.,k,) = [1 -GH |25, + | GF ^S, (5. 33b) 
通过 使 用 式 (5.32), ， 这 可 以 简化 为 
Such (5.33c) 


e 


не PS, + Syn 
噪声 模糊 图 像 的 维 纳 滤波 如 图 5. 26 所 示 。 
Á, ` 


ГУ 






d) 
图 5. 26 ”噪声 模糊 图 像 的 维 纳 滤波 





a) 弱 噪 声 模糊 网 像 b) 图 a 经 维 纳 滤波 后 恢复 的 图 
c) 强 噪 声 模糊 图 像 d) 图 e 经 维 纳 滤波 后 恢复 的 图 


x 


Ed 
Ed 




















= 
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5.4.2 ”几何 平均 滤波 器 (СМЕ) 
此 滤波 器 为 伪 逆 滤波 器 和 维 纳 滤波 器 的 几何 平均 ， 即 
[HP (kk) ]* S, (hy hp) ) 
) 


|H" Chi ska) S, Cki pka) + Sq (hik 
0<s<1 (5.34) 





G (hy ky) =(H (k, | 


XF s= > 几何 平均 滤波 器 (Ceometric Mean Filter,GMF ) 描 述 为 


Су (hy hy) = | BP (e) H^ (ki kz) |! exp( -j64) 
5, (hy sho) 
| |H" (k; hey) S, (ki hy) +Š, (Ay m) 
RP, 045, 15 ) J НК (hy k) ВОЛА, 3X (5. 35) ЛИРО PE S SC (LAS 
书 附录 A. 1) (А 5.27), XF s=0, СМЕ 变 为 维 纳 滤波 器 ， 而 对 于 s =1，GMF 





(5.35) 





5.27 几何 平均 滤波 
a) 噪声 模糊 图 像 b) PBR RUS WAR 
c) 维 纳 滤波 后 的 图 像 d) s-1/2 时 几何 平均 滤波 后 的 图 像 
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5.5 三 维 DFT 


类 似 于 二 维 DFT( 见 式 (5.1))， 三 维 DFT 的 变换 对 可 定义 如 下 [pslo] 。 
5.5.1 三 维 DFT 


N,-1N5-1N5-1 


XU d) У, Yan Wem 


n; =0m = Оп; =0 
bos os N. -1;i=1,2,3 (5.36a) 
A, Wy =exp( -j2m/N;) ,i=1,2,3. 


5.5.2 =“ ШЕТ 
Ni -LN -1N4 -1 


F = пЁ — nok. — nak 
x(n,,n4,n4) =——— > X (I ko ks) Wy Ww onm conss 
Ia 20789 NUN Масово =0 Jose am № Ms 


n; 0,1,*-, N; -1;i=1,2,3 (5. 36b) 
5.5.3 ”三维 坐 标 


KE, EAMH, 
为 简单 起 见 ， 假 设 N, =N, =N, =N， 则 对 三 维 DET 的 变换 对 可 以 做 如 下 简化 。 


5.5.4 三 维 DFT 





m S ds 
X" (kika ,ks) = > x(n, n; ,73 ) Wei 
nj,n3,n4 =0 
k; =0,1,,N-1;i=1,2,3 (5.37a) 
. N-1 5 N-1 N-1 N-1 
Af, È 意味 着 OE X. 
nı, n,n =0 пу =0 m =0 пз =0 
5.5.5 =# ШЕТ 
N-1 š 
1 - У nk; 
x(n ,72 ,03 ) = Pe > X" (ky ,ho R4) W isl (5.37b) 
N os =0 N 


n;=0,1,=,N-1;i=1,2,3 
三 维 DFT 的 变换 对 可 象征 性 地 表示 为 
GC Hy nm) OX Chey ,hk ,ks) (5. 38) 
所 有 一 维和 二 维 DFT 的 性 质 、 概 念 、 定 理 等 都 可 以 很 容易 扩展 到 三 维 DFT。 
三 维 DFT ELSE FH-TZKED rp es). 
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二 维和 三 维 DFT 可 以 扩展 到 更 为 普遍 的 意义 上 。 例 如 , LÆ DFT Ж ЕТ 可 以 
表示 为 
№-1№-1 N,-1 


XF (Ej hy hy) = У У È (то, ету) Wa Wen Wn 


n =0n,=0 пр=0 
k = 0,1 е (5.39a) 
NM-1N-1 Мү-1 


x(n ,7D 1) NN N S a 2:20, ,by -k DE Wy Wyre 





=0h =0 = 
n; күү Ni -1;0=1,2,,1, (5. 39b) 
与 上 述 同样 的 情况 ， 当 N =N, =…N =N, XL РЕТ 的 变换 对 可 以 简化 为 
N-1 y i 
F eee = eee = niti 
X (ky ky kg) = > x(ni,n,, WG 


ning, ny =O 
1 20,1, o Nim Tues E (5. 40а) 
N-1 
1 niki 
x(nj,n,,,nj) = A > 和 (ki ,ka n, k, )W ; р? 
М, =0 
n; 20,1,--,N -15171,2,--,L (5. 40b) 
毫 无 疑问 ， 所 有 一 维 、 二 维和 三 维 DFT 的 性 质 、 概 念 、 定 理 等 都 适用 于 芽 
维 DFT, 


5.6 一 维 DFT 域 的 方差 分 布 


x=[x(0),x(1) ,,x(N -1) 17 是 一 个 实 随机 向 量 。 其 中 ，x(0) ,x(1),…,x(N-1) 
是 入 个 随机 变量 。 假设 x DEERE, x 的 协 方差 矩阵 为 世 ] A: 


[2] = Е[ (z - x) (x - x) ] (5. 41a) 
式 中 , x=E(x), X x 的 中 值 。 
XQ — Xo 
Ky =% = E _ 
REN -E : (xo —Xg9,X4 —314,** Xy у) (5. 41b) 
Xy-1 7 Xy 1 
数据 域 的 协 方差 矩阵 为 
| Go go с Ut 9% Ny-i 
Tio Ст gi» Oi N-11 
[>] = 950 ©з Th = OP pi (5. 41c) 
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3. 


= 


= 


Э: 


在 [Y] 中 ， 对 角 元 素 为 方差 .反对 角 元 素 为 协 方差 。 
E| (xj —x;) (х=) ] = (jk) 
=x, 和 wi 之 间 的 协 方差 
El (x; 2x) (x; 7x) ] = oj = x; 的 方差 
DFT 域 的 协 方差 矩阵 为 
[>] = E[ (X* 
(NxN) 


=Е|[Е] (х -x) CLF] (x -2)) 7| 
= [ЕЈЕ[ (х -x) (x -3)"]LF]* 
= [F] [X] [F] ° 


(NxN)(NxN) (NxN) 


-X") (Xr - XF) $7] 








r a2 ~ ~2 — v 
Too go 90) б@,х\-1 
Ci go Gb DT,w-1 
[X] Fa ~2 ~2 ~2 ~2 
= Co o T 05 y 
(NXN) 20 21 22 2,N-1 
~2 ~2 ~2 ~2 
LON-10 Fn-1,1 ON-1,2 ON-1,N-1 


在 BI 中 ， 对 角 元 素 为 方差 . 反对 角 元 素 为 DFT 域 的 协 方差。 
7 ” 西 变 换 下 的 方差 和 不 变 


X - [A]x, =([A] 
(Nx1)(NxN)(Nx1) 


oy a0 T 为 随机 向 量 ; [4] 为 西 变换 。 
E[(x* )"x] = Е[а7а] = FLY, 2] = DER = = Уо 
-数据 域 的 方差 和 Е 
ИГ (a* ) o] sex" CLA] » [43x] =E[(X* ра 
= 1х1 Del |х, |2] - Уа 


- {ЛУШ ram 
h, X= (Und X,, Xy a4)! 为 变换 系数 向 量 。 


[A]! \ All x = ([A]*)7X 


中 ， x= (xo, X1, X5, 


8 Ж DFT 域 的 方差 分 布 


对 于 二 维 (N xN) 数 据 阵列 ，[x] 可 以 描述 为 


(5. 42a) 


(5. 42b) 
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X00 X01 Xoz dis Xo. N-1 
X10 Xil 312 s Xi N-1 
[x]- X50 Xy Xy Ut X») N-i (5. 43) 
Xy-1,0 XN-1, Х№-1,2 ` XN-1,N-1 





CRA № 个 协 方差 和 Л? 150798, ДН, Л? 个 方差 的 估计 可 以 通过 假设 行列 
统计 特性 独立 而 简化 。 

假设 二 维 数据 行列 统计 特性 相互 独立 。 这 一 假设 简化 了 数据 域 和 变换 域 方 
差 的 计算 。 今 数据 域 任意 行 元 素 (每 一 行 具有 相同 的 统计 特性 ) 的 方差 为 (ofon， 
Оу TR" Op N-LR) 。 类 似 地 ， 每 一 列 也 具有 相同 的 统计 特性 (不 一 定 与 任 
意 行 的 统计 特性 相同 ) 。 令 数据 域 任意 列 元 素 的 方差 为 (oaoc dhe, dho =, 
OW -1,N-1,c) , Bl] x] 的 方差 为 


2 
Toor 


2 
On 


2 2 2 2 ass Lg? 
OR (aooc Tne 9226 5 9 N -1,N -1,c) 








2 
L\ONn-1,N-1,R 


(Nx1) (1 xN) 
2 2 2 2 2 2 
(ooor onc ) ( G'oon C 1c ) urs (Ок N -1,N-1,c) 
2 2 2 2 2 2 
(Gin бос) (oTiROTIC) $e (TURON 1,N-1,0) 


(oh 1 N-1, R7 0c) (0 1. N-1, RTC) di (051 NA RON-1,N-1,c) 
(N x N) (5. 44) 


令 [z] 的 二 维 DFT 为 [下 | (假设 同 上 ，[x] 具 有 独立 的 行列 统计 特性 ) 
[XF (hy 4] =[F] [x(n ,722 ) ПЕ] 





Хд Xp X SET Хм 
Xio Xh Xp UT ХҮ к 
Е - 
[X rela) ] = X> X5 X> КЕ X$ у (5.45) 
LXN 10 Хул Ху 12 E XN A N-1 


AX VERG UOTE (Poy Pigs Faget anar) ЖЫ, SLX] 
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ERIDEN ( Bog, Fics Press Fy ус), MEIDAN 
Г Tor 
бв 


25 ~2 2 Z ~2 
For (50c «Gic » F206 9°77 Fy -1,n-1,0) 








~2 
L SON-1,N-1,R 


(Nx1) (1 xN) 
(For Foc) (For ic) ан CREE ex) 


СО) Len eie) UT o RR RR 


LCG ya wee. (Gy INI R ic) ~ (pote RN neam) 
(NxN) (5. 46) 
通过 采用 基于 变换 系数 方差 的 比特 分 配 ， 可 以 实现 有 效 的 数据 压缩 。 这 一 概念 
在 此 以 DET 为 例 而 描述 ， 但 它 同 样 适用 于 任何 正 交 变换 。 





5.9 基于 变换 系数 方差 的 量化 
如 果 一 个 一 维 变换 编码 系统 中 ， 每 个 变换 系数 用 的 平均 比特 数 为 8， 第 个 系 
数 用 的 比特 数 为 B; HW 
N-1 
B = У в, = ОЗЕН — R (5.47) 
k=0 
RP, NWA ABU, P k ВС RE NTT HO? 与 第 大 个 量化 器 的 输 
WEF 之 间 的 关系 为 [D37( 第 28 页 ) ,B6( 第 103 页 ) ] 


Fp, = a 2 0 (5.48) 
xh, а, 为 取决 于 输入 分 布 和 量化 器 的 因子 。 总 的 重建 误差 方差 品 = X д ti F 
式 得 到 








N-1 
д, = Жош 对 最 小 化 (5. 49) 
比特 分 配 问 题 即 为 得 到 在 给 定 限 制式 (5.47) F, МИ EX. 49) ÉI В, 
假设 式 (5.49) 中 的 a, 对 于 所 有 天 均 为 常数 ， 则 有 
N-1 
d) 三 «д (5. 50) 
限制 式 (5.47) 的 可 以 重 写 为 
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[»- > 5]-» (5.51) 


则 可 以 使 用 拉 格 朗 日 因子 A у OE TEP PSS PST 。 因 此 ， 上 述 优化 问题 
转化 为 对 包含 了 限制 的 函数 了 求 最 小 值 : 


N 1% 
J -a52 -aje - LY] (5. 52) 
k=0 N £26 


AF, B, 为 变量 , k=0, 1, =, Ү-1„ WIM B, SAS, REIR B, NT 
避免 下 列 公式 中 的 混淆 ， 这 里 下 角 标 改写 为 7: 





д 
28.0) =0 Тебе (5.53) 
agp 912775) +40 (5.54) 
ax ð (ү A 
a? e) poo (5.55) 
注意 
02 0" - Q7) 7) (lu: log, ) (5.56) 
FH TE C PERI a S 5 证明 见 附录 F) 可 知 
i (a") = a"]na (5.57) 
XPT3(5.56), H a-27?, 
2B, 
aai( 5) [5 )р +2 =0 (5.58) 
或 
(2«д}) (ln2)2 729 = А. (5.59) 
对 式 (5. 59) 的 等 式 两 侧 同时 应 用 以 2 为 基 的 对 数 函 数 ， 可 得 
log; [ (200?) (12) ] -2B, = log, л) (5.60) 
有 = Flog, (2092102) - Flog, (+) (5.61) 


因为 平均 比特 率 В -L'S B, 则 


Boys у log, (2002100) -Hog (4) (5.62) 
则 
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Iog (4 )= [+ У log, (20a n2) - 28] (5.63) 
N-1 
A = 27^ (2002102) ^ (5. 64) 
k=0 
将 式 (5.64) 代入 式 (5. 61) 
N-1 
B, = Flog (2a 9710) - Hog, [2 IT (2004102) " | (5.65) 
1 1 N-1 
B, = 5 log, (2001 Ind) - 5 У, log, (200212) + В (5.66) 
k=0 
1 9: 
B,=—log,) ч |+В (5.67) 
2 IIto)'"" 
k=0 








由 于 下 角 标 为 局 部 变量 ,可 以 写 为 m。 则 下 和 角 标 1 可 以 重新 写 为 k。 则 有 : 








1 E 1 N-1 _ 
B, = B + 10804 - [уу оо | k-0,1,,N-1 (5.68) 











式 (5. 68) 的 最 后 一 项 是 与 独立 的 常数 。 这 意味 着 分 配给 第 个 变换 系数 的 比特 数 
B, 与 其 方差 的 对 数 成 正比 。 注 意 ，Bi 在 满足 式 (5.47) 的 情况 下 ， 量 化 到 其 最 近 的 
整数 。 

类 似 式 (5. 68)， 二 维 变 换 系数 的 比特 分 配 可 以 用 式 (5. 69 ) 表 示 ( 见 图 5.28): 


[Z ATP D 141 § [4] = (1417) 
原始 图 像 


[U] 
(NXN) 












[и] = MUAT 比特 分 配 第 阵 (ВАМ) 


(NXN )(NXN ) (NXN) 


图 5.28 基于 二 维 变换 系数 的 方差 实现 比特 分 配 ， 
对 于 每 个 (N x №) 的 块 进行 变换 (可 分 变换 ) 
B; EE: 全 变换 系数 о, ;的 比特 数 ; ‚1, Ut, N-1, 


N-1 N-1 


1 i 1 
MTM | (5. 69) 
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第 





平均 比特 率 二 限制 


N-1 N-1 
By, 
k=01=0 


1 
BS р 


(5.70) 


MV) F 人 
Чч cr CN = t L © Со y G Су w = = PN чту 


+ CQ a «= СО ©С5 65 b С O O @ > =ч — єч 
сл с) O O CO O CO O OO OO OO OO OoOO — AN 
en Єч — O O O > > O — O O — @ =— еч 
en — O O O O — — O О Оо O — — O — 
то оФоФооФооооооооо 
[| 
то ооФооФооооооооо ~ 
en ч O O O O СО — O — — O — — O = 
en q — O O O @ СОО O — O O Оо @ =— еч 
en cq — O O О O O O O O O O O "Nn 
= Q — — O O O O O O O O O = — c 
WO A 
үз s 00 C CQ CQ — — — — — cq CI CI e st 


[О =r cn cn cn cn cn cn cn cn cn «s чү чу 





— ax 


dc 


换 系数 具有 很 小 的 方差 .那么 它们 可 被 置换 为 0。 图 5.29 和 图 


5.30 所 示 为 二 维 (16 x 16) DFT 系数 的 比特 率 分 配 。 


些 变 


WU, B, ,正比 于 变换 系数 6 方差 的 对 数 。 量 化 的 级 别 数 为 22v。 
如 果 某 





А 














于 变换 系数 方差 分 布 的 二 维 DFT 域 中 比特 分 配 


0.95), 





基 


图 5.29 


(平均 比特 率 是 1 比特 /变换 系数 ， 或 式 (5.70) 中 的 有 B=1、p 


只 有 系数 的 幅 值 被 编码 p 是 相 邻 相关 系数 。 二 维 (N xN) 
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5.10 最 大 方差 区 域 采样 (MVZS ) 


变换 ( 正 交 ) 域 的 协 方差 矩阵 区 ] 和 数据 域 的 协 方差 矩阵 区 ] 之 间 的 关系 为 
[2] =[А]Е[(х-х)(х-х) 1LA]T = [A]IX][ A]? (5.71) 
假设 [4] 为 实 西 矩阵 ( 归 一 化 的 )[4]7 = [A] 1, MW 


x = (%у,®\ SE) 


ay ~2 ~2 
Go Со UO Oo,N-1 
РЕ ES) ~ 
gj 9 Sh U булы (5.72) 
= 一 2 ~ 
ON-1,0 ү || i са 


在 任何 正 交 变换 域 ， 二 维 数据 的 方差 可 使 用 行列 统计 独立 性 得 到 (类 似 
DET) 。 对 于 一 维 数据 ， 一 阶 马 尔 科 夫 过 程 在 变换 域 方 差 的 分 布 见 表 5. 2 和 图 5. 33 。 
方差 沿 着 任何 一 列 求 和 均 相 等 (能 量 不 变 ) 。 归 一 化 的 基本 限制 误差 定义 为 

表 5.2 p=0.9、N=16 时 的 平稳 马尔 科 夫 序列 变换 系数 的 方差 G3 
( 表 中 各 变换 的 基础 定义 见 参 考 文献 [ B6] ) 



































哈达 玛 
变换 М DCT-I | DST-I 西 DT | (Hadamard) и í 
变换 
0 9 927 9 835 9.218 9. 835 9 835 9. 835 9. 835 
1 2. 949 2. 933 2. 642 1.834 0. 078 2. 536 2. 854 
2 1.128 1.211 1. 468 0.519 0. 206 0. 864 0.105 
3 0.568 0.582 0.709 0.250 0.105 0. 864 0. 063 
4 0.341 0. 348 0. 531 0. 155 0. 706 0. 276 0. 347 
5 0. 229 0.231 0.314 0. 113 0. 103 0. 276 0. 146 
6 0. 167 0. 169 0. 263 0. 091 0. 307 0. 276 0. 104 
7 0. 129 0. 130 0.174 0. 081 0. 104 0. 276 0. 063 
8 0. 104 0. 105 0. 153 0. 078 2. 536 0. 100 1.196 
9 0. 088 0. 088 0. 110 0. 081 0. 098 0. 100 0. 464 
10 0. 076 0. 076 0. 099 0. 091 0. 286 0. 100 0. 105 
T 0. 068 0. 068 0. 078 0. 113 0. 105 0. 100 0. 063 
12 0. 062 0. 062 0.071 0. 155 1.021 0. 100 0. 342 
13 0. 057 0. 057 0. 061 0. 250 0. 102 0. 100 0. 146 
14 0. 055 0. 055 0. 057 0. 519 0. 303 0. 100 0. 104 
15 0. 053 0. 053 0. 054 1.834 0. 104 0. 100 0. 063 
N-1 
È д, 
ERES m dos ed (5.73) 
б 
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式 中 ，603, 被 重新 组 织 为 非 升 顺序 ( 见 图 5. 34) 。 这 里 一 阶 平稳 马尔 科 夫 序列 x (n) 
的 协 方差 函数 为 
r(n) =p "| lIpl<1 Уп (5.74) 
这 通常 用 作 图 像 扫 描 线 的 协 方差 模型 。 对 于 一 个 (Vx1l) 向 量 x， 它 的 协 方差 
和 矩阵 为 1r(m п) ,m,n20,1,--, N-1, Bll 


p p p! 
p 1 p 
[R]-| # p 1 p (5.75) 
А . p 
p e p p 1 
РА, ЕНЕ SES CS. 71) 中 的 区 ] 来 获得 一 阶 马尔 科 夫 过 程 在 变换 域 的 方 


差分 布 ( 见 表 5.2 FIL 5. 33). 

在 最 大 方差 区 域 采样 ( Maximum Variance Zonal Sampling, MVZS) 中， 方差 较 大 
的 变换 系数 可 被 量化 编码 ， 剩 余 的 方差 很 小 ) 系数 则 设置 为 0。 表 示 这 些 系 数 的 
比特 流 被 传输 到 接收 端 ， 然 后 进行 反 向 操作 ， 即 解码 、 反 量化 、 逆 变换 等 ， 进 而 重 
建 信号 或 者 图 像 〈 见 图 5.31) 。 



































编码 
ння — 前 向 变换 | MVZS 一 Q 一 VLC 
编码 
比特 流 
重建 数据 жт J QT VLD  *—---- 
信道 
解码 








图 5.31 最 大 方差 区 域 采 样 变换 编码 





5.11 几何 区 域 采样 (GZS) 


在 图 5.31 中 ,使 用 几何 区 域 抽样 (Geometrical Zonal Sampling, GZS) 代替 
MVZS， 如 图 5. 32、 图 5. 35 ~5. 39 所 示 。 详 情 参 见 本 书 附 录 A. 7。 


使 变换 系数 在 此 区 域 , 使 其 他 为 零 ( 见 图 5.35-5.39) 
为 进行 DFT,GZS 需 进行 修改 ( 见 图 5.8 ЯП 5.9) 





二 维 变换 区 域 


5.32 几何 区 域 采 样 
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100 








哈达 玛 变换 一 
哈 尔 变换 











0.1 


0.01 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 H 12 13 14 15 
指数 


图 5.33 ”马尔 科 夫 序列 统计 变换 系数 ( 降序) 
方差 的 分 布 (此 序列 p =0.9,\=16) 





30 


25r 


20r 





DFT 
”一 哈 尔 变换 
DST-I 








0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 MH 15 13 14 15 16 
保留 的 变换 系数 数量 т 





图 5.34 ”以 基数 量 (m) 下 的 基 限 制 误 差 (J ) 为 准则 , 


各 种 西 变换 性 能 比较 ( 此 时 平稳 马尔 科 夫 序列 的 p =0.9 N 216) 
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16:1 


c) d) 


图 5.35 2:1,4:1,8:1 和 16:1 样本 简化 的 几何 区 域 滤波 器 
(白色 区 域 为 通 带 ， 而 阴影 区 域 为 阻 带 。 而 对 于 DET 来 说 ， 
些 区 域 需要 修改 ( 见 图 5$.36) ) 

a) 2:1 b) 41 c) 81 d) 16:1 


x 
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白色 区 域 为 通 带 ， 




















a) 2:1 








而 阴影 区 域 为 阻 带 ( 见 


b) 4:1 

















16:1 


d) 


[5.36 2:1,4:1,8:1 和 16:1 样本 简化 的 二 维 DFT 域 的 几何 区 域 


5.8 和 图 5.9) ) 





c) 8:1 


d) 16:1 
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图 5.37 DCT 域 基本 限制 区 域 滤波 后 的 图 像 ( 几 何 区 域 采 样 见 图 5.35) 
a) 原始 图 像 b) 4:1 样本 简化 c) 8: 样本 简化 а) 16:1 样本 简化 
0.8 i i i | r 














0.7 


0.6 


0.5 


0.4 


0.3r 


归 一 化 MSE(%) 


0.2} 


0.1. 











0 1 1 1 1 1 
16 8 4 2 


样本 简化 率 
图 $.38 512x512 的 Lena 图 像 基本 限制 区 域 滤波 与 其 他 不 同 变换 的 性 能 比较 
( 归 一 化 均 方 误差 的 定义 见 式 (A.8) 。 几 何 区 域 采 样 见 图 5. 35 和 图 5. 36) 
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图 5.39 4:1 采样 简化 使 用 不 同 变换 进行 的 基本 限制 区 域 滤波 
(几何 区 域 采样 见 图 5. 35 和 图 5. 36) 
a) DCT-I. b) DST- I c) ОЕТ d) 哈达 玛 变换 е) 哈 尔 变换 f) 斜 变换 
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5.12 小 结 


本 章 首先 给 出 了 二 维 DFT 类 似 于 一 维 DFT 的 定义 和 性 质 ， 以 及 基于 行 - 列 一 
维 方 法 的 快速 算法 。 然 后 定义 了 人 处理 二 维 信号 (例如 图 像 ) 的 各 种 滤波 器 ， 并 用 例 
子 进行 了 详细 说 明 。 最 后 将 DFT 与 其 他 正 交 变换 在 一 些 标准 准则 下 进行 了 比较 ， 
如 方差 分 布 、 基 本 限制 误差 等 。 下 一 章 将 重点 介绍 向 量 基 二 维 FFT 算法 。 








5.13 习题 


5.1 本 书 附录 F.2 给 出 了 使 用 变量 替换 法 的 公式 证 明 ; 同样 地 ， 试 证 明 式 





(5.15). 
5.2 根据 参考 文献 [ B6] 中 第 276 -279 页 ， 试 推导 出 维 纳 滤波 器 的 表达 式 ( 即 
3X(5.32)), 


5.3 从 图 5.25b 所 示 可 以 看 出 ， 重 建 图 像 与 原始 图 像 的 二 维 DET 的 误差 

e(n, ,1 ) 可 以 表述 为 
aU =P gg - GE NE 

试 证 明 此 误差 的 功率 谱 密 度 (PSD) 可 以 表述 为 式 (5.33c)。 其 中 ，G™ (ki Ls) 
的 表达 式 见 式 (5. 32)。 

5.4 ”根据 式 (5.47), 试 详细 推导 到 式 (5. 68)。 

5.5 类似 式 (5. 68 ) 的 一 维 的 例子 ， 试 推导 对 于 二 维 变 换 系 数 的 比特 分 配 可 以 
表述 为 式 (5. 69 ) 。 








5.14 课程 实践 


5.1 
(1) 对 Lena 图 像 进行 二 维 DFT( 图 像 见 参考 文献 [IP30,IP31] ， 可 从 网 上 获取 ) 。 
(2) 对 第 一 步 的 结果 分 别 进行 低 通 滤波 、 带 通 滤波 和 高 通 滤波 的 区 域 掩盖 
С“ (hi ,ko )。 功 能 是 GP (hy ,hs ) 在 特定 滤波 器 支持 的 部 分 外 为 零 ( PLE P5. 1) 
(3) 对 (2) 的 所 有 结果 进行 二 维 IDFT。 
(4) 计算 重建 图 像 和 原始 图 像 的 MSE, 
(5) 计算 重建 图 像 的 峰 - 峰值 信 噪 比 (PSNR) (8 比特 /像素 ) 。 
本 课程 实践 的 流程 图 如 图 PS. 2 所 示 。 
XIF N xN 的 图 像 x(ni ,ns) 和 %(ni ,ns)， 均 方 误差 定义 为 


N-1 N-1 


o? а Y Y (s(n nj) -&(n,,5) ? (PS. 1) 


n; =Ün, =0 
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X a(n n5) I (поло) 的 集 不 可 用 时 ， 最 小 均 方 误差 被 看 作 式 (5. 0) КИЕ 
计 。 当 然 这 种 情况 只 针对 于 N x 的 图 像 。 





























N-1 N-1 
1 . 
ei = үк У, EE lm ma) = (nina) PF (P5.2) 
均 方 误差 从 峰 — 峰值 信 噪 比 (PSNR， 单 位 为 dB) 的 角度 定义 为 
2 
PSNR =10logio — o? = 02 о? (P5.3) 
stp, 255 为 8 比特 PCM 的 x (n) 的 范围 。 
0 30 225 255 0 30 60 195 225 255 0 60 195 255 
5 wd. 
30 30 BPF PF 
60 60 
HPF 
195 195 
225 ` A 225 N ni 
255 LRP EEE 255 255 
a) b) c) 





d 
— 


图 P5.1 ZH DFT 域 中 的 区 域 掩盖 (NW = №, =N 2256; Bf Keay, EA {б DX COS BLA 
a) 低 通 滤波 上) 带 通 滤波 c) 高 通 滤波 ( 见 图 5.7) 

































输入 图 像 | 二 维 DFT 滤波 器 二 维 IDFT ”| 输出 图 像 
"m (256х256) GF(ki,k2) (256x256) | sn.) 















图 P5.2 二 维 DFT 域 滤波 





图 P5.3 二 维 DFT 域 中 的 根 滤波 器 





5.2 ” 根 滤波 器 ( 见 图 5.15) 是 一 种 在 频 域 增强 对 比 的 方法 。 它 只 对 变换 系数 
Xt (ki, ko) 的 幅 值 部 分 求 o 次 方 根 而 相位 部 分 保持 不 变 。 用 公式 表达 则 为 

对 于 二 维 DFT АРА) = |X" (kk) “el Оа (P5.4) 
AP, ARAB XT (ky ky) TRH 

对 于 二 维 DET X (Kj shy) = |X (hy kp) | ZO" (hy shy) (5. 24) 

步 又: 

(1) 对 大 小 为 256 x256 的 输入 图 像 ( 即 Lena KHR) 进行 二 维 DFT, 

(2) 对 (1) 的 结果 分 别 进行 a 为 0.6 和 0.8 的 根 滤 波 RF (hk, ,kh,)( 见 参考 文 
献 [B6] 第 258. 259 页 ) 。 
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(3) 求 出 根 滤波 前 后 的 能 量 比 ， 并 求 出 (1) 和 (2) 对 于 a X 0.6 #10. 8 的 结 
( 求 出 变换 图 像 ( 见 图 5.21b 和 重 构图 像 ) 。( 能量 : 见 图 PS. 3 和 参考 文献 [ B6 ] 第 
171 ~175 页 的 例 5. 9 和 例 5. 10) 

5.3” 首 高 斯 滤波 融 增 加 了 高 频 分 量 的 权重 。 它 可 以 恢复 被 以 高 斯 分 布 为 模型 
的 气流 干扰 所 模糊 的 图 像 ( 见 图 5.14)。 滤 波 器 定义 见 式 (5. 22)。 试 对 Lena 图 像 进 
行 这 一 滤波 。 

5.4 一 幅 图 像 的 二 维 DFT 的 动态 范围 太 大 ， 以 至 于 只 有 一 小 部 分 变换 系数 可 
见 ( 见 图 5.21a)。 而 使 用 式 (5. 26) 中 的 对 数 变 换 可 以 将 动态 范围 压缩 。 试 使 用 Le- 
na 图 像 进行 这 一 变换 。 

5.5 ” 道 滤 波 器 和 维 纳 滤波 器 

道 滤波 器 ”可 以 完美 地 恢复 一 个 无 品 线 性 系统 输出 的 模糊 图 像 。 然 而 ， 当 出 现 
加 性 白 噪声 时 ， 性 能 不 佳 。 试 证 明 本 课题 中 频谱 比 NV ZHU 是 如 何 影 响 图 像 的 恢 
复 的 。 

EA: 假设 我 们 在 频 域 有 如 下 系统 ( 见 图 PS. 4) , 

(1) VF (hy ,k,) =U" (ky ,hk ) H" (k; ‚Ё,) +N" (ki e) (5. 28) 
RP, UP C, ky) 2988 AES ulnin) ОЕ DET; NF (E, k) 9E — AE DET 域 中 
的 零 均 值 和 单位 方差 的 白 品 声 ; HT (I, Les ) 为 退化 函数 如 下 式 所 示 的 : 

H" (k, ,hy) =ехр( -cf (E)? + (6)? 5) (P5. 5) 

(2) VCR, ko) B E ЕТ 是 一 幅 模 糊 图 像 。 ü (т, m) 是 图 PS. 4 所 示 的 
恢复 图 像 。 



































Nk, ko) 


UF (k, ka d 模糊 图 像 
ҢА ka) 
Уң, — [ирет — ia 


图 P5.4 ИЙЕ 
1 er N (hok) 将 变 得 非 ? 
3) —— — 是 道 滤波 器 。 当 | 严 ( 语 让 时 ， 将 变 得 非常 
ME lu MM я. 


( 见 图 8. 10c 和 参考 文献 [B6] 第 277 91) 。 因 此 ， 我 们 使 用 伪 逆 滤波 器 ， 其 定义 
如 下 : 





—_! Jæ 
H^ (E, ky) 2 4H (ki k2) (5.29) 


0 |H | =0 
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| HT | 小 于 所 选择 量 e WEHR, Ho (hy , 户 ) 都 将 被 设置 为 0。 
维 纳 滤波 器 


原始 图 像 一 一 >| A,m) gmn) ”一 一 恢复 图 像 
u(m, n5) a, пу) 


nn, пу) 
加 性 噪声 
































[HF (ky ky) ] S. (kiska) 
|H" 05 k.) S. Uo +S, (hi sk) 
RP, S, 5, Fa u(n, ny) Al n(n, n.) HIRR DFT, 

步 又: 

(1) 读 取 一 幅 图 像 (最 大 为 512 x512), 

(2) 计算 当 式 (P5.5) 中 的 e 分 别 设置 为 0.0025 0. 001, 0.00025 时 的 三 个 不 
同 的 退化 函数 HT (Ch, Les) 6 

(3) 由 (2) 得 到 的 严 (5 ,hs ) 计 算 维 纳 滤波 器 GT (Kk, ko), JP HJ 8 RAS 
同 的 模糊 图 像 。 

(4) 对 每 个 AP (hy , 记 ) 实 现 逆 滤波 和 维 纳 滤波 。 

(5) 由 比值 M/E" 得 到 并 展示 恢复 图 像 。 其 中 ，M 和 HU 分 别 为 加 性 噪声 m 
(n, n5) I h(n, ,n5) I] —2E DFT, 

参考 资料 

(1) 参考 文献 [B6] 第 275 ~284 页 的 8.3 节 。 

(2) Gonzalez 与 Wood 编写 的 《Digital Image Processing》( 数字 图 像 处 理 ) 第 2 
版 [8] 第 258 ~264 页、 第 3 版 IE? 第 351 ~357 页 (Prentice - Hall 出 版 社 ) 。 

注意 

道 滤波 是 从 一 个 系统 的 输出 恢复 其 输入 的 过 程 。 道 滤波 器 通过 在 二 维 DFT 域 
将 退化 图 像 除 以 原始 图 像 得 到 。 如 果 下 降 为 0 或 者 非常 小 的 值 ， 则 NPY 非常 
显著 。 

道 滤波 器 和 伪 逆 滤波 器 仍然 对 噪声 很 敏感 ， 从 而 噪声 可 能 被 放大 。 而 维 纳 滤波 
器 就 可 以 克服 这 个 缺点 。 维 纳 滤波 是 在 同时 存在 模糊 和 噪声 的 情况 下 的 一 种 有 效 的 
图 像 恢复 手段 。 

5.6 几何 平均 滤波 器 (СМЕ) 


(1) 对 于 课程 实践 5.5( 逆 滤波 和 维 纳 滤波 ) 中 的 退化 图 像 ， 进 行 ,= JLF 





对 于 维 纳 滤波 器 。 Gl (ky kn) = (5. 32a) 

















均 滤波 并 展示 恢复 后 的 图 像 。* = 的 СМЕ 的 描述 见 式 (5. 35). 
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(2) 对 于 s = 地， 重复 进行 (1) 。 


(3) 对 于 * = 地 ， 重复 进行 (1)。 


对 恢复 后 的 图 像 进行 解释 。 

(提示 :s =0 时 ,CMF 演化 为 维 纳 滤波 器 ;而 *=1 HF, GMF 演化 为 逆 滤 波 器 ) 

参考 资料 

(1) 参考 文献 [ B6] 第 291 918.5 节 。 

(2) Gonzalez 与 Wood 编写 的 《Digital Image Processing》( 数字 图 像 处 理 ) 第 2 
JR P18) 270 页 、 第 3 版 IE 第 361 页 5. 10 节 (Prentice - Hall 出 版 社 ) 。 

5.7 

a. XX(5. 12) 中 定义 了 时 域 / 空 域 的 循环 移 位 性 。 试 对 大 小 为 512 x 512 的 Lena 
图 像 应 用 此 性 质 。 并 试 说 明 这 幅 图 像 沿 六 循环 移 位 了 m, 2100 ERA, WE п, 
循环 移 位 了 m, = 50 个 样本 点 ， 并 获取 图 PS. 5a 所 示 图 像 的 过 程 。 

b. 同样 地 ， 式 (5. 13a) 定 义 了 频 域 的 循环 移 位 性 。 试 使 用 Lena 图 像 说 明 此 性 


质 。 并 试 说 明 图 像 的 幅度 谱 沿 着 k 循环 移 位 a = 2 + 100 个 样本 点 ， 沿 着 有 循环 





移 位 uy = 7-50 个 样本 点 的 过 程 ( 见 图 PS. 5b) 。 其 中 ，N=512。 





a) b) 


图 P5.5 循环 移 位 性 
a) 空域 循环 移 位 b) 频 域 循环 移 位 
5.8 一般 受 运 动 和 大 气 清流 影响 的 模糊 图 像 可 通过 逆 滤 波 和 维 纳 滤波 得 到 恢 
复 ， 这 些 方法 已 经 应 用 于 天 文 图 像 的 处 理 。 
a. 运动 模糊 代表 了 相 邻 像素 的 一 致 平均 值 ， 它 也 是 由 相机 移动 或 快速 物体 运 
动 所 引起 的 一 种 常见 的 结果 。 这 里 给 出 一 个 沿 对 角 线 的 运动 。 它 可 以 看 做 是 退化 陶 
数 的 一 种 数学 模型 
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sin[ a (ka + kb) | 
m (ka +k,b) 
= Csinc( k,a + kb) e "009 + hb) sinc(0) 21 — (P5.6b) 
Ж, a=b=0.1; C=1, 
可 以 看 出 ， 原 始 图 像 和 通过 退化 函数 模糊 的 图 像 是 相同 的 ， 如 图 PS. 6 所 示 。 


e in Una + ob) ( P5. 6a) 





H*(k, Jk) = C 





a) b) 
P5.6 a=b=0.2.C=1l 时 的 运动 模糊 图 像 (512 x 512) 
a) 原始 图 像 b) 运 动 模糊 图 像 
JH MATLAB 的 sinc 函数 ， 我 们 将 从 模糊 图 像 中 恢复 出 来 原始 图 像 。 详 细 内 容 
将 在 下 面 e 中 介绍 。 
b. 大 气 潮 流 所 模糊 的 一 个 退化 函数 一 般 出 现在 当空 中 物体 的 图 像 有 以 下 形式 时 : 


HF (k, sho) -ew[ С i + С -全 |] (P5.7) 


M =N =480 

(1) 这 种 模糊 在 遥感 和 航空 地 表 图 像 中 很 常见 ， 试 仿真 噪声 的 影响 。 

(2) 道 滤波 副 对 噪声 非常 敏感 。 因 此 ， 这 种 逆 滤 波 右 仪 应 用 在 低 通 滤波 带 中 
半径 为 40、70 和 85 的 区 域 ， 如 图 P5.7 所 示 。 对 被 模糊 的 图 像 加 白 噪 声 的 仿真 描 
述 如 图 P5.4 所 示 。 

MATLAB 语句 如 下 : 

var =0. 001; 

noise = imnoise( zeros(size( Image) ) ‘ gaussian’ ,0 ,var) ; 

为 了 去 除 一 幅 滤波 后 图 像 ( 见 图 PS. 8d) 中 的 振 铃 效应 (ringing artifact) ， 我 们 将 
一 个 10 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 函数 用 在 一 个 半径 为 40 Bg ges E, 15 阶 的 同样 
的 滤波 函数 用 在 半径 为 100 的 道 滤波 器 上 ， 可 以 用 来 处 理 半 径 边 缘 出 现 的 锐 转变 
( 见 图 P5. 8e)。 与 图 P5. 8g 所 示 相 比 ， 图 P5. 8e 所 示 具 有 较 少 的 振 铃 效应 。 

对 于 式 (P5.7) 模 糊 函 数 所 描述 的 、 图 PS. ЗЬ 所 示 径 向 截面 的 圆柱 体 的 外 侧 ， 
伪 逆 滤 波 器 将 置 为 0。 因 此 ， 半 径 为 100 左右 是 锐 转变 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 较 好 
选择 。 
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VEG - 2. o7 3) 
a) b) 
P5.7 逆 滤 波 器 的 一 个 稳定 形式 


а) 仅 能 应 用 于 低 通 区 域 的 着 滤波 器 b) 原点 为 中 心 模糊 图 像 的 V (А, - -2 DFT( 见 


d S 








5 

















图 5.23) 








4 











c) 
f) 
M, N 
ъ-М, b= 
o 239 17275 


0.8 
0.6 
0.4 
02 
0340 —101 
(de) 
g) h) 

















图 P5.8 т BET fas ( LP) De sek (2E ë 2 100 的 低 通 
(LP) 滤波 器 具有 最 佳 的 性 能 。 这 个 滤波 器 可 以 作为 逆 滤 波 需 的 一 个 
稳定 形式 来 蔡 代 伪 逆 滤波 器 。 图 中 图 像 大 小 为 480 x 480 像素 ) 
а) 原始 图 像 b) 模糊 处 理 后 的 图 像 (c =0. 0025) с) 逆 滤 波 后 的 图 像 
d) 半径 为 40 的 低 通 (LP) 滤波 后 的 图 像 e) 半径 为 100 的 低 通 (LP) 滤波 后 的 图 像 
f) 半径 为 140 的 低 通 (LP) 滤波 后 的 图 像 g) 伪 逆 滤波 后 的 图 像 h) 圆柱 体 的 径 向 截面 
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(3) 道 滤波 器 与 维 纳 滤 波 器 的 比较 。 

先 研 究 一 下 参考 文献 [IP19 ] 第 355 页 的 图 5.28 和 第 356 页 的 图 5. 29( 即 本 书 
图 P5. 8)。 

对 一 个 频率 响应 为 HT (k ks) 的 线性 移 不 变 系统 ， 维 纳 滤波 器 定义 为 
_ [HV'(ki,k.)] * S. (kiska) 
р | HF (ky k.) [Suu (ki ska) +Š, (k. sky) 

[ H* (Е, sko) ] i 

S, (Ay sho) 
Suu (ki ,ks ) 

如 果 不 知 道 原始 图 像 的 功率 谱 密 度 ， 那 么 可 以 通过 常量 K 代替 式 (P5.8) 中 的 
S, (Ay vka) 
Š (ki sko) ; 


иш 





G (ky skp) 


( P5. 8) 





| HP (ki k.) |? + 


开 尝 试 不 同 的 进行 实验 ， 则 有 


[H (h )]7 
[HF (ky ska) Р +К 





G (5, hs) (P5. 9) 














P5.9 ”模糊 图 像 的 维 纳 滤波 








a) 使 用 式 (P5.5) (e =0. 0025 ) 进行 模糊 处 理 后 的 图 像 b) 伪 逆 处 理 后 的 图 像 
f FSR (PS. 9) CK 24 x 10 一) 进行 维 纳 滤波 后 的 图 像 ”d) 使 用 式 (P5.8) 进行 维 纳 滤波 后 的 图 像 


























с 


x 
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S (ky ok 
HPS. rh, KORB REGE НИЕ, ИЛИН" ТЕТ (А, 
uu 1572 


k) 的 一 个 函数 而 不 是 一 个 常数 [rs20] 。 从 图 PS. 9с 和 图 P5. 9d 所 示 ， 我 们 可 以 看 到 
有 或 没有 原始 图 像 功率 谱 密 度 的 维 纳 滤 波 器 产生 的 效果 很 相近 ( 见 图 PS. 9 ) 。 

c. 恢复 运动 模糊 的 图 像 。 试 进行 图 PS. 10 所 示 的 仿真 ， 其 中 的 退化 函数 HE 
(i ,ks) 已 由 式 (P5.6) 给 出 。 计 算 恢 复 图 像 的 PSBNR， 比 较 式 (P5.8) 和 式 (P5.9) 中 
两 种 维 纳 滤波 方法 的 性 能 ， 并 将 结果 进行 表格 统计 ( 见 表 PS. 1 ) 。 


表 P5.1 PSNR 结果 














€— x (P5.9) 式 (P5.8) 
噪声 方差 
天 PSNR/dB PSNR/dB 
386 0. 085 21. 78 23.51 
17.7 0. 035 23.17 25.89 
1.8 x10 `Š 0. 002 27.97 30. 61 














b) 伪 逆 处 理 с) d) 





1) 伪 逆 处 理 


P5.10 ”噪声 干扰 模糊 图像 的 维 纳 滤波 
a) 噪声 方差 为 386 的 运动 模糊 处 理 后 的 图 像 b) 伪 逆 处 理 后 的 图 像 
c) 使 用 式 (P5. 9 ) 进行 维 纳 滤波 后 的 图 像 d) 使 用 式 (P5. 8 ) 进 行 维 纳 滤波 后 的 图 像 
e) ~h) 噪声 方差 为 17.7 的 图 像 i) ~1) 噪声 方差 为 1.8 x107 MAR 
当天 小 于 某 一 特定 常数 时 ( 见 表 PS. 1 中 的 天 值 )， 式 (P5.9) 的 维 纳 滤波 器 演 
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化 为 一 个 高 通 滤波 器 。 因 为 模糊 处 理 常 使 用 低 通 滤波 器 ， 所 以 滤波 后 的 图 像 不 是 很 
模糊 ， 但 是 有 很 多 噪声 。 而 当天 大 于 该 值 时 ， 维 纳 滤波 器 则 演化 为 一 个 低 通 滤 
Bea o 

5.9 选取 大 小 为 (256 x256) 或 (512 x512) 8 比特 /像素 的 图 像 ， 并 对 图 像 进 
行 图 $. 19 和 图 5. 20 所 示 的 同 态 滤波 。 


第 6 章 ЖИДЕ ДЕ FFT 算法 


类 似 基 -2FFT， 矢 量 基 二 维 FFT 可 以 应 用 于 多 维 信号 处 理 中 。 与 基 - 2FFT fH 
形 一 致 ， 矢 量 基 算 法 可 由 DIT 和 DIF АКЕ SR? PS! 8398) 。 并 且 ，DIT 和 DIF 可 
以 混合 于 同一 算法 中 。 事 实 上 ， 对 于 任何 基 ( 如 基 - 2 3E -3 [хы] 2-4%), RE 
基 算 法 都 存在 。 本 章 以 二 维 信 号 为 例 ， 介 绍 基于 DIT 和 DIF 的 矢量 基 FET 算法 。 
这 一 技术 可 以 很 容易 扩展 到 任何 其 他 矢量 基 算 法 。 同 所 有 快速 算法 一 样 ， 矢 量 基 二 
HE FFT 的 优点 是 降低 了 计算 复杂 度 ， 减 少 了 对 内 存 (存储 ) 需求 ， 并 降低 了 有 限 
字 长 运算 引起 的 误差 。 矢 量 基 算 法 更 适用 于 矢量 处 理 器 。 




















6.1 矢量 基 DIT -FFT 


式 (5.1) 中 定义 的 二 维 DFT 假设 x(m n3 ) RU XP (E, k.) AVA SLE, 在 两 
个 维度 上 的 周期 分 别 是 NW 和 N., FJ 
x(n,,n4) 2x(n, +N i,n,) 2x(n,,n, * N5) 2x(n, * №, +N,) (6.1a) 
XF(k, ky) =X" (k; +N, ky) =X" (hy ,k, +N,) =X" (Kk, +N. ,k, +N,) (6.1b) 
矢量 基 -2 的 二 维 DIT - FFT 可 以 用 下 面 的 符号 进行 说 明 : 


(Мух N>)-DFT N =2"%, Ny = 25 
| 
| | 


N. E АД Ma) (S №)- 区 A 
(5 «SS oer (At DFT [2.02 prr [51.72 рт 


| | | | 
| à м) DFT (S š м) ОЕТ (S М №) DFT (5 x т) ОЕТ 
(e, е) (e, о) (о, е) (о, о) 
式 中 ，e 表示 偶数 ; о 表示 奇数 。 
在 每 一 级 将 此 过 程 继续 分 解 ， 直 到 获得 (2 x2) 二 维 DFT。 回 溯 整 个 过 程 可 得 
(N, xN,) —#Ë DFT(N 和 N, 均 为 2 WERE) 。 
为 了 简便 ,假设 N, = №, = №, MJ 


N-1 N-1 


X (ki ky) = > > x(n, то) Work + rake) 


n; =0m = 






































kika =0,1,--,N-1 (5.3a) 
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N,N 
33 gai 


X (kiska) = >, У, xm 2m, ) 26] (e,e) 
ту =0m, = 0 
N N 


pd 21 


+ У, У x(2m, 2m, + 1) Wr Om tia] (e,o) 
m, 20m, =0 
N N 


2 d 


十 > > x(2m, +1 2m; ) Wires 432m5k;] (о,е) 
m, =0m2 =0 
N N 


2-1 3-1 


+ > > x(2m, + 1,2m, + 1) Wh (2m н] (0,0) 


mı =0m2 =0 


(6. 2a) 
М2 12-1 


x Ga) = [ Y, y> x(2m; 2m, у НЕ] 


m; =Ü m =0 
N/2-1N/2-1 


+ Wel Y Y x(2m, ,2m, + 1) Wah tab] ] 


m, =0 m, =Ü 
N/2-1N/2 -1 


T ША [ > > x(2m, + 1,2m, ) Win $m] ] 


m; =0 m, =0 
mi  N2-1N2-1 
+W. у Y x(2m, +1,2т‚ + 1) Weg mh» | (6.2b) 


m; =0 m =0 
XE (ki k.) 5g (5, k.) +50, (ki ko) WR +S (By ghey) Wht +S (hb) WA (6. 2с) 
对 于 Soo (ki ska) „Sor Cki pka) „Sio (ki ska) „Sii (ki pka) 
Æ ky ЯП k, 周期 均 为 NA2， 即 


N N N N oy 
уб) =g h +) eS (hs e 5, 7) io (6.3) 


N/2-1N/2-1 i i 
5005,5) = У, У, x(2m, 2m) Wh (6. 4a) 
m; =Ü mz =0 
eat 
So (ky sky) = xz(2m ,2m + Е (6. 4b) 
m; =Ü m =Ü 
VAINA 
5005,5) = Y, У, x(2m, + 1,2m, ) Wi tmt? (6. 4c) 
m, =Ü m, =0 
N/2 INA 3 
8100,5) = Y, У, x(2m +1,2m, +1) Wight 
m; =Ü m, =0 
by skp =O, j= (6. 4d) 


对 于 式 (5. За) AHA | x(n, ,n.) +, 其 (N x N) 2 DET 可 表示 为 
Soo (E, oho) + So, (hy okey) We + Say (hy LE) Wr! +S (k E) Wuth 
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RP, SoSo .Sio 和 Sy Ж( x) HE DET. "ЕШ М, = N, =4 来 说 明 。 


X00. Xo1: X02: X03: X10» X11: X12: X13 X20: Х21, X22: X231 30» X31» X32, X33 


Soo Sor Sio SIT 
Хор» X02 X20» X22 Хот» X93 X21. X23 Хто» X12» 30» X32. 511, X13» X31» X33 
(e, e) (e, o) (o, e) (o, o) 
用 式 (6.2) 和 式 (6.3) ， 矢 量 基 二 维 DFT 可 如 下 表示 : 
XF (E, shy) їл * 4 Soo Chi akz) 
X, kb +N2) | |1 -1 1 -| (А,Б) 
X (k +N/2,ka) | |l 1 -1 -1| | Soh k) 
X (k, +N/2,k, «N/2)| МЇ 71 -1 1l | yates (кь 
by ky 70,1, 5-71 (6. 5) 


Отк _ ppm ky 2mjk, _ qmok, 
Wy = Wyz ‚Жү = Жу» 


jT j2" 
W = ex (от |= = exp ЗЕ Ww 
式 (6.5) 的 矩阵 关系 可 以 用 流 图 的 形式 给 出 (此 时 需要 3 次 乘法 和 8 次 加 法 ) 





( 见 图 6.1)。 
Silky, ka) 
00 XP (Ki, ko) 
010 Ре XF (kr+N/2, kz) 
100 d XF (ki, k.-+N/2) 





XF (ky END, ko NI2) 





ky, kp =0, 1, 0°, М 
1» /2 2 1 








图 6.1 式 (6.5) 的 运算 流 图 
这 便 是 矢量 基 (2 x2) 二 维 DIT - DFT。 对 于 М, =N, =2" =N， 抽 取 的 过 程 重复 
logyN 次 。 每 一 步 抽取 都 有 N2⁄4 个 蝶 形 运算 。 每 个 蝶 形 需要 3 次 复数 乘法 和 8 次 复数 
2 2 

加 法 。 因 此 ，(Nx N) 点 基 (2 x2)DIT - DFT 需要 3 (log N) 次 复数 乘法 和 8T 
logN) 次 复数 加 法 。 穷 举 算法 需要 M 次 复数 乘法 和 复数 加 法 。 当 N = А", №, = R: 
时 ， 可 实现 (Ri ,R,) Rede DIT -DFT。 与 (2 x2) аж DIT - DFT 类 似 ， 它 也 叫做 


混合 矢量 基 FFET。 人 矢量 基 算 法 还 有 各 种 各 样 的 形式 ， 如 矢量 基 DIF - DFT、 混 合 矢量 
基 DIF -DFT 及 矢量 基 DIE/DIT - DFT 等 。 
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6.2 KRÆ DIF -FFT 


矢量 基 DIF — FFT 类 似 矢量 基 DIT -FET。 如 上 文 所 述 ， Bat М, =M 22" =N， 则 对 于 


x(n, n4) n,,n, =0,1,. ,N=1 
其 二 维 DFT 可 表示 为 
N-1 N-1 
XF (kj, kj) = Y, Y, x(n n) Wi w^ 
n; =On, =0 
(N/2) -1 N-1 (№2) -1 N-1 
s 2 十 > )( > + > J)LxCn; my) W^ WR] 
n; =0 ny =N/2 ny =0 по =N/2 
(№2) -1(N72) -1 (N/2)-1 N-1 N-1 (N/2)-1 N-1 N-I 
ub. 2 4 mo x we X Qu * х, 
n=0 m=0 пу=0 m = №2 n =N/2 m=0 nj = N/2n, = N/2 
x [a(n n) Wy WHE] А, 0,15 5-1 
= 1+ П+ Ш + у (6.6) 


Xm, P. H. Ш. Wa alleen tans 4 个 求 和 。 
ТЕШ, Ш, VF, Жа F : 
n, = т + N/2,n, =m, + N/2,n, m, + N/2,n, =m, + N/2 


则 式 (6.6) 可 以 简化 为 
(N/2) -1(N72) -1 i " 
X (ky) = 2 2. a(n, ,n)Wy 22 
n, =0 m =0 
(N/2) -1(N72) -1 N 
十 > > x(ni,n, r U Се" 
m=0 m=0 
(N/2)-1(N/2)-1 N 
+ > > x(n, + am) Wan 215 
n, =0 по =0 














(N/2) -1( N72) -1 N EDU "€ 
+ > x(n +n +>) Wy p)hth 
n =0 m=0 
ky sky 20,1,-,N -1 (6.7) 
二 维 DET 可 以 考虑 以 下 四 种 情况 : 
ky k, 
(a) 偶 整 数 (2r ) 偶 整 数 (27, ) 
(b) 奇 整数 (27, +1) 偶 整数 (27, ) 
Ce) 偶 整数 (2r ) 奇 整数 (27, +1) 
(d) 奇 整数 (27, +1) SERE +1) 











$63 矢量 基 二 维 FFT 算法 165 
对 于 这 四 种 情况 ， 式 (6.7) 可 表示 为 
(N/2) -1(N/2) -1 N 
X* (2r, 2n) = > > [x(n4,n3) + x(n n; +50) 
m=0 n =0 
+ x(n, + xm) + x(n, + ona +) ] (6. 8a) 
(N/2) -1(N/2) -1 N 
X* (2r, *1,25) = Y > Wy Lx (ny ng) + x(n ny +5) 
ni=0 m=0 
N N Ww Nolo 
-x(n tym) -x(n ucc 2] Wr? (6. 8b) 
(N/2) -1(.N/2) -1 N 
X* (2r, 2r +1) = > > Wy Lx (ny ,n2) - x(n, +5) 
ni=0 m=0 
+x(m + 2 n) -alm + оп + У) WRA (6.8o) 
(N22) -1(N/2) A N 
X Or +1,2m +1) = > > ү"? [х(пү,п›) —х(т,ъ +5) 
m=0 m= 
-x(n + LN) tx(n, + ы i „унн (6.84) 
2 2 2 
гр, r =0，1，…， Хр 


其 中 
X" (25, ‚2г›) 是 





二 维 DFT 
X" (2r; +1,2r,) Œ 


N N N N N N 
[x(n n5) tx(n,,n, +5) +x(n + zom) +x(n + 7 M2 +5) 18905 x) 





Wy [x(n, Ny) *x(n,,n4 + 2 


> 二 维 DFT 


X" (2r, ,2r +1) 是 


N N N N N 
—) -x(n tnm) -x(n + 2 sna 十 2 ) ] 的 ( 7 x 








Wis a en oras +2) ity ose eh ae ек 
2 2 2 2 
X) CAE DFT 
X* (2r, +1,2r, +1) 是 
Ny +n N N N N 
Wy [х(пү,п») _x(ni ,n, +5) -x(n + 2 > Ny) tx(n + 2 )] 的 ( 2 


э) = DFT 
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Tira -0,1,-,—-1 (6.9) 


式 (6.9) 的 这 种 设置 可 以 用 图 6. 2 所 示 的 流 图 形式 来 表述 ， 并 且 可 被 进一步 简 
化 为 图 6.3 所 示 的 形式 。 简 化 的 形式 除了 3 Waki (Wy WW) ob, sss 
8 次 加 法 ， 而 非 原先 的 12 次 加 法 。 


x(m,nj) Q 









x(m, nA) O 








хт, п)о 


N N 
(+5 3*5 )O yn 











16.2 式 (6.9) 的 运算 流 图 











x(m, n+) 
x(m+¥,ny) 


xin ni eA) = 21 Wy 


图 6.3 式 (6.9) 的 简化 运算 流 图 





一 个 (N xN) 二 维 DFT， 即 
X" (ki ,kz) kik =0,1,.…,N-1 
A J cB AI N N — рр 
分 解 成 4 кысу ee: DET, Bll 
X" (2r, ‚2г›) 
X" (2r; +1,2r,) N 
T, ,T5 =0,1,---,5-- 
X" (2r; ,2r +1) 2 
X" (2r, +1,2r, +1 
bere ta NN) — op мела (NN) — mp -4H = 
将 这 些 ( pis ) 二 维 DFT 继续 分 解 为 ( rey ) 二 维 DFT， 直 至 获得 (2 x2) 二 
HE DFT( 见 图 6.4 和 图 6.5) 。 这 便 是 矢量 基 DIF -FFT 算法。 与 DIT 算法 类 似 ，DIF 
算法 也 有 很 多 可 能 的 方式 。 
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x(0,0) —— NN | | ——— X*(0, 0) 
x(0,2— 2^2 - XFO, 1) 
x(2,0)—34 = ao — — xF(1, 0) 
x(,2)—34 o — 40,1) 
x (0, 1) ——4 E nz: wi: — x*Q, 0) 
x(,3—3 2*2 = XG, 1) 
x (2, 1)—— A — — — XF(3, 0) 
x (2, 3) ——o — — XF*(3,1) 
x(1,0).——À NN I——o wh — — XF(0, 2) 
x(5 2)—— 2/52 > XF(0,3) 
x (3, 0) 一 -下 "i — XF(1,2) 
x(3,2) o — — X* (1,3) 
xD 一 [rt —— XF(2,2) 
x(3—] > e: X*Q,3) 
x(3, )— o qÀ@r2l DFT o — xF(3,2) 
x(3,3)—4 Su o — — X* (3, 3) 

图 6.4 基 -(2x2)FFT 的 第 一 步 抽 取 ( 为 了 避免 混 消 ， 
只 表示 了 四 个 蝶 形 算法 中 的 一 个 ; Ni =N, =4; (4x4) 二 维 DET) 
»— e о X*(0, 0) 
= — XT(0, 1) 
а M, XH1, 0) 
ч: / XT(1,1) 
_ о X*(2,0) 
2 ХТО, 1) 
- ol. xt(,0) 
z o o— X*(3,1) 
-— o XF(0,2) 
- ХО, 3) 
= oO ID 
= S o—— XF(1,3) 
E o—— XF(2,2) 
à - X*Q,3) 
= o—— X*(3,2) 
> o—— ХҢЗ,3) 
图 6.5 完整 (4x4) - didt - (2x2)DFT( 本 图 只 展示 了 第 二 步 四 个 蝶 形 算法 中 的 一 个 ) 
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6.3 小 结 


本 书 第 3 章 和 第 5 章 分 别 介绍 了 以 * 为 基 (x =2,3 ,4…) 的 各 种 算法 。 本 章 集 中 
讨论 了 矢量 基 二 维 КЕТ 算法 。 这 些 算 法 适合 使 用 矢量 处 理 器 进行 实现 。 下 一 章 将 
定义 和 研究 非 均 匀 DFT( Nonuniform DFT, NDFT) ， 并 给 出 其 性 质 。 


357 非 均匀 离散 傅 里 叶 变换 


7.1 简介 





对 于 包含 大 量 频率 分 量 的 信号 ， 傅 里 叶 变换 (FT) 能 够 有 效 地 揭示 出 其 频 域 
的 内 容 ， 通 过 在 频 域 内 将 带宽 等 分 ， 从 而 使 用 可 接受 的 分 辨 率 表示 信号。 离散 傅 里 
叶 变 换 (DET) 是 数字 信号 处 理 中 的 一 个 重要 工具 。 其 中 ， 长 度 为 N 的 序列 的 N 
点 DFT 是 对 序列 频谱 的 N 点 均匀 采样 31。DFT 已 经 被 广泛 应 用 在 解决 时 域 和 频 
域 的 问题 、 信 号 分 析 / 合 成 、 检 测 /估计 ， 以 及 数据 压缩 中 5 。 

在 过 去 的 几 十 年 里 ， 随 着 DFT 处 理 算法 的 发 展 ， 出 现 了 对 非 均 勺 离散 傅 里 叶 
变换 (Nonuniform DFT, МОЕТ) WERO, XF МОЕТ 来 说 ， 数 据 将 在 时 域 或 频 
域 (或 者 两 者 兼 有 ) 进行 非 均 匀 采 样 ， 相 应 的 采样 点 落 在 N 个 任意 但 不 相同 的 位 置 。 
因此 ，NDFT 可 看 做 是 DFT 的 一 般 形式 ， 而 DFT 是 МОЕТ 中 的 一 种 特殊 情况 。 

尽管 长 久 以 来 ， 人 们 已 经 认识 到 МОЕТ 的 重要 性 ,但 是 因为 МОЕТ 无 法 保证 西 
不 变性 ， 相 应 的 快速 变换 算法 一 直 未 能 获得 具体 的 发 展 。 自 20 世纪 90 年 代 中 期 以 
来 ， 出 现 了 一 些 使 用 近似 算法 的 快速 NDFT $335 7 5 N01 

NDFT 的 应 用 领域 包括 有 效 的 频谱 分 析 、 滤 波 需 设计 、 天 线 模式 合成 、 双 音 多 
频 (Dual — Tone Multi - Frequency, DTMF) 信和 号 WAG! 、 合 成 孔径 雷达 ( Syn- 
thetic Aperture Radar, SAR) 、 探 地 雷达 (Ground Penetrating Radar, GPR) 、 天 线 设 
ip. ЖИЙ (Magnetic Resonance Imaging, MRI), X 射线 断层 扫描 (Com- 
puterized Tomography, СТ) 1 等。 其 中 一 些 应 用 涉及 将 均匀 采样 的 图 像 非 均 匀 地 
变换 到 频 域 ， 而 男 外 一 些 应 用 对 非 均 匀 采 样 得 到 的 图 像 进行 均匀 变换 。 

本 章 ， 我 们 将 研究 NDFT， 其 采样 点 在 时 域 或 频 域 中 可 能 是 非 均 匀 分 布 的 。 由 
于 许多 应 用 涉及 在 任意 点 分 析 频 率 成 分 ， 我 们 重点 研究 频 域 非 均匀 采样 。 在 下 面 的 
小 节 中 我 们 定义 一 维和 二 维 NDFT， 并 将 这 些 性 质 与 其 他 章节 中 给 出 的 均匀 РЕТ 的 
性 质 进 行 对 比分 析 。 快 速算 法 和 反 变 换 是 МОЕТ 发 展 的 主要 障碍 ， 本 章 也 将 讨论 相 
关内 容 。 最 后 我 们 将 讨论 其 在 MATLAB 中 的 一 些 应 用 和 实现 。 
















































































7.2 一 维 非 均匀 离散 傅 里 时 变换 (МОЕТ) 


7.2.1 均匀 采样 序列 的 离散 传 里 叶 变 换 
首先 ， 考 虑 连续 域内 傅 里 叶 变换 的 定义 : 在 某 些 特定 的 情况 下 ， 图 数 x( 的 
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傅 里 叶 变换 存在 ， 且 可 被 定义 为 
X(o) = | «(е de (7.1) 


式 中 ，w =2mA; /为 时 间 频 率 ， 单 位 为 Hz。 通 过 傅 里 叶 反 变换 ， 原 始 信号 可 被 恢复 
成 如 下 形式 : 

















aus a] X(o)e do (7.2) 


现在 我 们 从 侍 里 叶 变 换 定义 的 角度 考虑 DFT。 此 时 ， 我 们 有 信和 号 x(t) deu 
的 间隔 时 间 T, (BIRER) 采样 的 NN 个 样本 点 。 注 意 ， 这 个 信号 在 空间 域 同样 
可 能 是 一 个 函数 。 在 实际 情况 中 ,信号 x (1) 的 持续 时 间 不 是 无 限 长 的 ， 但 它 的 整 
Еру Т = МТ, 我们 有 x(t) 在 均匀 时 间 间 隔 上 的 一 组 样本 点 1x, | 。 我 们 可 
以 定义 x, 2x(1,) Hh, t =n7T.， 是 采样 坐标 , n =0, 1, +, N-1, 

对 于 DFT 的 情况 ， 我 们 不 仪 希望 信号 是 离散 、 不 连续 的 ， 而 且 还 希望 作为 时 
间 频 率 的 函数 ， 侍 里 叶 变 换 在 频 域内 也 仅 被 定义 在 有 规律 的 点 上 。 也 就 是 说 ， 函 数 
X(wo) 并 不 是 对 每 一 个 w 都 有 定义 ， 而 仅 对 一 些 特定 的 o, 值 才 有 定义 。 同 时 ,我 


MRE X Coo, ) 的 间隔 也 是 有 规律 的 ， 这 样 所 有 的 采样 o, 都 是 主 频 元 的 僧 数 ， 即 




















o= im ДР, m=0, 1, =, N-1, 注意，7 为 信号 «(1) 持 续 的 有 限时 间 ， 我 


们 希望 在 这 个 时 间 内 定义 x(t) 的 DFT。 同 时 注意 ,我 们 假设 频 域内 的 采样 点 数 等 
于 时 域内 的 采样 点 数 ， 均 为 V。 这 并 不 是 一 个 必要 条 件 ， 但 它 简化 了 符号 标记 。 将 
X (7.1) 直接 扩展 到 离散 域 ， 则 有 





X(@,,) = У ое (7:3) 

考虑 到 o, (LE UTE BEBE Tm, 1, WEER nT., R (7.3) 可 以 
重新 写 为 

Х(®„) = У езет = У caeso (7.4) 


现在 可 以 简化 公式 ， fH m 表示 与 w, ЖЭ, Hin 表示 与 1, 相关 。 因 此， 离散 
傅 里 叶 变换 的 最 终 定义 为 

















N-1 N-1 
X'(m) = У x(n)e)"" = Yx(n)W" т = 0,1,---,№- 1 (7.5) 
n=0 n=0 





Җир, W. =e Y. ИШ ЕШ БЕЛДЕ N 
1 N-1 Рта 1 N-1 
a(n) = — У, X (m)e*" = — V Хе (т) И" n-20,1,,N-1 (7.6) 
ү N /3 i 
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7.2.2， 非 均匀 离散 传 里 时 变换 的 定义 


现在 我 们 将 DET 的 定义 和 计算 从 规则 采样 扩展 到 非 规则 采样 域 。 一 般 来 说 ， 
МОЕТ 的 定义 与 式 (7.3) 中 给 出 的 一 样 ， 只 要 考虑 到 时 间 域 (二 ) 和 /或 频率 域 
(w, ) 上 的 采样 可 能 是 不 规则 的 。 

NDFT 是 均匀 离散 傅 里 叶 变 换 的 扩展 ， 而 后 者 是 前 者 的 一 种 特殊 情况 。 在 这 
里 ,均匀 DET 是 等 间隔 数据 x(n) 的 传 里 叶 变换 在 等 间隔 的 网 格 上 进行 分 析 的 。 假 
设 时 间 采 样 坐标 为 |1,, n=0, 1，…, N-1} e[0, №), 频率 采样 坐标 为 |w,，m 
=0, 1，…,N-1| e[0, N)。 参 考 文献 [N19] 给 出 了 四 种 不 同类 型 的 广义 
DFT， 具 体形 式 见 下 文 。 复 数 序列 x = ix(t), сз, (у) 与 其 相应 的 指数 方程 
卷 积 得 到 它 的 谱 函 数 羡 = 1XCoo) ，…，XX(ww_1)|。 如 果 在 等 间隔 的 网 格 点 上 估计 
等 间隔 数据 (n) 的 傅 里 叶 变 换 , 则 将 41、w, 分 别 用 nn ЯП т 替换 。 

(1) МОЕТ -1: 非 均匀 时 间 采 样 点 和 均匀 频率 采样 点 。 从 磁 共 振 成 像 中 得 到 的 
图 像 属于 这 种 情况 1。NDFT -1 非 均匀 离散 传 里 叶 变换 定义 如 下 : 

X(m) = Ў eli, exp Em) m,n =0,1,:--,N-1 (7.7) 

(2) МОЕТ -2: 均匀 时 间 采 样 点 和 非 均匀 频率 采样 点 。 从 善 通 相 机 获取 的 图 
像 属于 这 种 情况 。NDFT - 2 非 均匀 离散 传 里 叶 变 换 定 义 如 下 : 


N-1 = 
Х(о,) = ed e exp 20те) m,n =0,1,:--,N-1 (7.8) 
n=0 


(3) NDFT -3: 非 均 匀 时 间 采 样 点 和 非 均 匀 频 率 采 样 点 。 从 非 规 则 的 采样 设 
备 获取 并 变换 到 非 规则 频 域 的 图 像 则 属于 这 种 情况 。NDIFT - 3 非 均 匀 离 散 侍 里 叶 
变换 定义 如 下 : 


N-1 š 
X(@,) = PELO) m,n =0,1,-,N-1 (7.9) 
n=0 


(4) МОЕТ -4; 均匀 时 间 采 样 点 和 均匀 频率 采样 点 。 传 统 的 DET 属于 这 种 情 
况 ， 具 体 的 定义 见 (7.5). 

然而 在 实际 应 用 中 ， 我 们 希望 考虑 更 为 严格 的 情况 。 其 中 一 个 情况 就 是 非 等 间 
隔 数 据 x(i),，n =0,，1，…, NN-1 的 侍 里 叶 变 换 在 等 间隔 网 格 上 进行 分 析 CHI 
NDFT -1)。 从 而 ， 由 非 等 间隔 采样 到 等 间隔 采样 的 扩展 ， 为 非 等 间隔 时 间 样 本 点 
提供 了 一 个 有 效 的 变换 工具 ， 如 医学 图 像 分 析 '“ 1。 除非 有 一 些 先 验 知识 ， 时 域 的 
任意 点 采样 应 该 用 特定 的 、 难 以 适用 于 信号 特性 的 条 件 来 定义 。 

另 一 种 可 能 的 考虑 ， 就 是 用 非 等 间隔 的 网 格 点 w,,,，m =0, 1, =, N-1, Ж 
估计 等 间隔 数据 x(n) 的 全 里 叶 变 换 (BB NDFT -2)。 如 图 7.1 所 示 ， 这 个 方案 对 
于 在 任意 频率 点 获得 频谱 更 加 灵活 。 在 特定 的 应 用 中 ， 如 频谱 分 析 ， 通 常 更 倾向 于 
根据 频谱 特性 ， 对 Z 变换 XX(z) 在 z 平 面 单位 圆 上 非 等 间隔 分 布 的 点 进行 分 析 。 频 
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域 中 频谱 更 集中 的 部 分 ， 就 应 该 分 配 更 多 的 采样 点 。 粗 略 的 分 析 对 于 幅度 较 小 分 量 
并 不 会 引起 严重 的 误差 。 


DFT NDFT 
] í T š l " Н 



































7.1 DFT 和 NDFT 在 z 平 面 单位 加 上 的 8 个 频率 点 


МОЕТ 的 实现 可 以 通过 直接 将 NDFT 矩阵 与 数据 矩阵 相 乘 来 实现 ,或 者 用 本 章 
后 面 将 要 讲 到 的 快速 乘法 来 实现 。 直 接 相 乘法 对 于 理解 变换 的 概念 很 有 帮助 。 为 了 
方便 比较 ， 下 面 分 别 给 出 了 DFT 和 NDFT 正 向 变换 和 反 变 换 的 MATLAB 函数 。 


function [Xk] = dftld(xn, N) 
% Computes Uniform Discrete Fourier Transform by multiplication of 
DFT matrix. 








xn = N-point 1D input sequence over 0 <= n <= N-1 (row vector) 
% Xk = 1D DF'T coefficient array over 0 <= k <= N-1 

% N= Length of DFT 

$ Usage: Xk = df tld(x<n, N) 


:1: N-1; $ Index for input data 

: 1: N-1; $ Index for DFT coefficients 

Wn — exp(-j*2*pi/N); $ Twiddle factor 

nk-k'*n; % Creates an N x Nmatrix 

DFTmtx = Wn .* nk; % DFT matrix (N x N) 

Xk — (DFTmtx * xn.'); $ DFT coefficients (column vector) 

% xn.' is the non-conjugate transpose of xn and equals to “transpose 
( 


unction [xn] = idft1d(Xk, N) 
Computes Uniform Inverse Discrete Fourier Transform. 


of rn 


xn — N-point 1D input sequence over 0 «— n «— N-1 (column vector) 
% Xk = 1D DFT coefficient array over 0 <= k <= N-1 
% N = Length of DFT 

Usage: xn = іағі1а (хк, N) 


n—0:1: N-1; $ Index for input data 
k=0: 1: №1; $ Index for DFT coefficients 


Wn = exp(j*2*pi/N); $ Twiddle factor 
nk =n’*k; $ Creates an N x Nmatrix 
IDFTmtx = Wn .* nk; % ТОЕТ matrix (N x N), equivalent to (DFTmtx) ' 
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xn = (IDFTmtx * Xk).' / N; € Reconstructed sequence (row vector) 
function [Xk] —ndftid(xn, N, fs) 


% Computes NonUniform Discrete Fourier Transform 


$ xn — N-point 1D input sequence over 0 «— n «— N-1 (Uniform) 
% Xk = 1D МОЕТ coefficient array (NonUniform) 

% fs = nonuniform frequency vector (N-point) 

% N= Length of DFT 

$ Usage: Xk =ndftld(xn, N, fs) 

% 


n=0: 1: N-1; % Index for input data 

Wn = exp (-j*2*pi/N); $ Twiddle factor 

nk = fs'* п; % Creates ап N x Nmatrix 

DFTmtx = Wn .* nk; $ DFT matrix (N x N) 

Xk — (DFTmtx * xn.'); $ DFT coefficients (column vector) 


function [xn] = indfti1d(Xk, N, fs) 
% Computes 1D NonUniform Inverse Discrete Fourier Transform 


xn = N-point 1D input sequence over 0 <= n <= N-1 
% fs = Nonuniform frequency vector (N-point) 

Xk = 1D DFT coefficient array over 0 <= k <= N-1 
N = Length o£ DFT 
Usage: xn = indftld(Xk, N, fs) 


n=0: 1: N-1; $ Index for input data 


Wn — exp(-j*2*pi/N); $ Twiddle factor 

nk = fs’ * n; % Creates an N x Nmatrix 

DFTmtx = Wn .* nk; % DFT matrix (N x N) 

xn = (inv(DFTmtx) * Xk) .'; $ Reconstructed sequence (row vector) 








7.2.3 NDFT 的 性 质 


根据 上 文 的 定义 ,序列 x(z) 的 NDFT 在 z 域 用 X(z,) 表 示 ， 序 列 的 DFT 在 其 单位 圆 
E, HX (А) л (А 2. ЗЬ), KIE, DET 的 某 些 性 质 也 同样 适用 于 МОЕТ 运算 。 
1. 线性 性 质 


NDFT ND 


X, (а) fla, (n) 9X, (z), WA 


[aix (n) tax, (n) ] ——[a,X, (2) +a,X,(z,) ] (7.10) 
sth, a, Та, 为 常数 。 因 此 ， 就 像 DFT 一 样 ，NDFT 也 是 线性 运算 。 

如 果 两 个 信号 的 长 度 不 同 ， 也 就 是 x,(n) 的 长 度 是 М, n(n) 的 长 度 是 N,, 
那么 这 两 个 序列 的 线性 组 合 的 最 大 长 度 是 NN = max(N ，N, ) 。 如 果 一 个 序列 的 长 度 
较 小 ， 则 需要 在 线性 操作 之 前 将 它 提前 补 零 ， 以 达到 相同 的 长 度 。 

2. RAM 

XIF ON A РЕТ #I МОЕТ, Ж 


x (n) X" (zi) (7. 11) 
SUP, х" (п) A x(n) ВОЗЕ, x" (n) AY МОЕТ 为 


P0] = Ха (a = {DaD F = ХТО) Oan) 








WE x, (n) 








NDFT 
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Ж, Fax" (n) ] 28 x^ (п) й МОЕТ, К, ЛЕНО НУ: МОЕТ 的 
Жї, ТЕ ВРНЕК EET. 

3. 序列 的 实 部 

一 个 序列 的 实 部 的 МОЕТ 是 自身 МОЕТ 和 其 共 轿 的 均值 ， 即 


NDFT 


Re ап) | m EG) +X" (2 )| (7.13) 


由 于 x(n) 的 实 部 由 x,(n) =-у\х(п) + (п) 给 出 ， 因 此 其 МОЕТ 可 以 应 用 线性 
EE Au EROS, Hg 





Fb Q0] => XGQ X^ GL) (7.14) 
4. 序列 的 虚 部 
jim |x(n)} Ha) -X (af )| (7.15) 
由 于 序列 x(m) 的 虚 部 可 以 表示 为 m(a) = таа) ca (n) 1, JÉ NDFT 可 以 应 用 
AMERICA MEHR ERU, DU 
FAL Q1 == X(C) -X" Gr] (7.16) 


5. 时 域 平移 
设 有 正 整 数 g。， 考 虑 任意 间隔 的 离散 时 域 信号 x(n —д)и(п-4ф), ЁН x(n) 
u(n) FE qo 步 长 得 到 ， 则 


N-1+qo 
x(n — qy)u(n - qj) а X, x(n - q)u(n - д)" (7.17) 
n=0 
НМ n <q ЖЯ u(n-q.) =0, WD neq NA и(п- дф) =1, W 
N-1+q9 
NDFT 





x(n —qo)u(n - qo) У, (n - qa (7.18) 


n- qo 
将 式 (7.18) PAAR AEF ЕЙ  m=n-qo, WW п=т + доо H 
Z, "4n=q Н т=0, `in=N-1+q BË m =N-1, Albay 


М-1 +00 


N-1 N-1 
У (а=) = У (т) 49 » x(m)a^ = z XO) (7.19) 
п= 90 т=0 т=0 
将 此 式 与 式 (7.18) 结合 将 产生 变换 对 ， 即 





x(n —qy)u(n - qo) z; VX (z) (7.20) 
这 说 明 在 时 域 的 平移 将 导致 非 均匀 离散 傅 里 叶 变换 X(z ) 与 复 因子 а, 的 相 乘 。 
6. 5 a" 的 乘积 

















axe) ea] (7.21) 
对 任意 非 零 实 数 或 者 复数 a. ,与 序列 相 乘 的 МОЕТ 为 
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Riga) = Y axons? E È x(n) (2) Е ха) (7.22) 
7， 时 域 反 转 | | 


ail (D) (7.23) 
x( = п) AY NDET 计算 如 下 : 
Fy[a(- n) ] - XC (7.24) 
4 т= -n, Wf 
Fy[x(-n)] = X004 - х(2) (7.25) 


可 见 ， 序 列 在 时 域 反 转 引起 采样 点 在 z 平 面 上 的 位 置 取 倒数 。 
7.2.4 NDFT -2 示例 


本 章 的 目的 是 推导 信号 РЕТ 后 在 频 域 进行 非 均 匀 采 样 ， 非 均匀 样本 点 将 用 
МЕТ 进行 变换 。 例 如 ,假设 图 7. 2 所 示 信 号 是 两 个 正弦 信号 的 混合 ， 即 O. 2т 和 




















T T 





0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 











时 间 指 数 n 
a) 
dt 
FEE 
d 
Ë 
-2r 加 
0 10 20 30 40 60 70 80 90 100 


50 
时 间 指 数 n 
9) 


图 7.2 DFT 的 结果 
а) 输入 序列 为 50 个 采样 点 b) 图 a 的 DFT 输 出 с) 输入 序列 为 100 个 采样 点 
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100 т т т т т т | 
E: Loc m M ыны T 
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
ют 
d) 


图 7.2 DFT 的 结果 ( 续 ) 
d) Alc AY DFT 输出 





0.77, fa SAY DFT 可 以 通过 规则 采样 间隔 得 到 〈 见 图 7.1) 。 我 们 假设 采样 点 数 无 
限 多 ， 也 就 是 说 信号 持续 无 限 长 时 间 ， 这 样 信号 在 频 域内 的 相应 将 会 是 无 限 短 的 。 





然而 ， 图 7. 2а 所 示 的 有 限 采 样 点 信号 的 DFT 并 没有 显示 出 合适 的 频率 分 析 ， 

















而 是 导致 了 图 7. 2b PEO. 2т 410. 7a 附近 有 很 宽 的 频谱 范 





Hs. An 


图 7.2c 所 示 ， 我 


们 用 更 多 的 采样 点 获得 了 改进 的 性 能 ， 但 是 在 0.2m FIO. 7m 这 两 个 主 频 附近 仍然 
含有 额外 的 频率 成 分 。 这 意味 着 一 个 信号 所 包含 的 频率 分 量 中 ， 其 单位 脉冲 响应 是 





通过 时 域 无 限 多 的 采样 点 得 到 的 ， 这 在 现实 的 情况 下 是 不 可 行 的 。 换 句 话 说， 为 了 


获得 精确 的 频 域 特性 ， 信 号 在 时 域 应 该 是 无 限 长 的 。 因 此 ， 我 们 需要 引入 一 种 在 频 
域内 非 均匀 分 配 采样 点 的 新 概念 ， 使 得 采样 点 在 特定 频率 范围 内 密集 分 布 ， 同 时 在 














不 太 重 要 的 频率 范围 减少 采样 点 的 数量 。NDFT 产生 主要 频谱 的 最 优盘 近 。 





上 述 实 验 的 MATLAB 程序 代码 如 下 : 





$SProgram test fft.m 

k=0:49; 

wl=0.2*pi;w2 = 0.7*рі; 

xi = 1.5*соѕ (м1*к); x2—2*cos(w2*k); 

x = х1+х2; 

G= fftí(x); 

figure 

subplot(2,1,1); 

plot(k,x); grid; axis([0 49 -44]); 
xlabel('Time Indexn'); ylabel (‘Amplitude’); 
title(’Input Sequence (50 pts) '); 

subplot (2,1,2); 

plot (2*k/50,abs(G)); grid; axis([010 50]) 
xlabel (‘\rmomega/\rmpi‘’); ylabel (‘Amplitude’); 
title(’Output Sequence’); 





k=0:99; 

м1 =0.2*pi;w2 = 0.7*рі; 

х1 = 1.5*соѕ(м1*к); x2 =2*cos (w2*k); 

x = х1+х2; 

G = fft (x); 

figure 

subplot (2,1,1); 

plot(k,x); grid; 

xlabel('Time Indexn'); ylabel('Amplitude'); 
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title('Input Sequence(100 pts)'); 
subplot(2,1,2); 

plot(k/50,abs(G)); grid; axis([01 0 100]) 
xlabel (’ \rmomega/\rmpi’); ylabel('Amplitude'); 
title(’Output Sequence’); 








为 了 计算 NDFT， 我 们 在 两 个 主 频 的 周围 设 定 非 均匀 采样 间隔 。 这 一 过 程 可 以 
通过 手动 调节 或 图 7.3 所 示 的 在 质心 重 采样 方法 来 实现 “1。 注 意 ，R" 中 一 组 有 
ху, х, +, х, 的 质心 C 定义 为 
XQ X X, 
— = 
тїн, R 为 所 有 具有 实数 元 的 n x1 的 和 矩阵。 在 这 个 例子 中 ，NDFT 中 样本 的 顺序 
是 非 线性 分 配 的 ， 并 且 集 中 在 主 频 附近 。 这 种 非 线性 重 采 样 可 以 在 DFT 域 实现 ， 
步骤 如 下 : 

(1) 使 用 DFT， 进 行 频 域 等 间隔 采样 。 

(2) 以 一 定 的 比例 (大 于 2) 在 采样 区 间 进 行 插值 ， 并 基于 曲线 拟 合 来 重 塑 
幅度 谱 ， 例 如 三 次 样 条 函数 曲率 。 

(3) 以 质心 的 概念 ， 对 插值 采样 点 进行 重 采样 ， 获 得 与 等 间隔 采样 一 样 的 采 
样 点 数 。 

(4) 使 用 非 等 间隔 频率 重 采样 实现 NDFT。 


输入 信号 采样 过 密 以 质心 来 Een 


97.3 通过 采样 过 密 和 质心 的 概念 进行 非 均匀 重 采样 


频 域 重 采样 是 基于 1 ~ 10 的 插值 比 和 质心 实现 的 。 这 是 为 了 得 到 与 原始 采样 相同 的 
采样 点 数 。 图 7.4 给 出 的 结果 显示 了 最 优 的 能 量 分 布 和 重 采样 得 到 有 限 的 频率 分 量 。 





C= (7. 26) 












































基于 播 值 和 质心 的 重 采样 
kE 
E 
kg 

















图 7.4 基于 插值 和 质心 的 重 采样 结果 (在 频谱 幅度 较 大 时 进行 更 密集 的 采样 ， 
下 图 给 出 了 使 用 重 采样 点 时 МОЕТ 的 输出 ) 
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下 面 的 指令 是 基于 输入 信号 的 FFT 来 实现 使 用 МОЕТ 检测 两 个 主 频 的 。 其 中 ， 
过 采样 因数 为 10 倍 ， 用 质心 的 概念 进行 重 采 样 获 得 与 输入 相同 的 50 个 采样 点 ， 前 
向 NDFT 的 MATLAB 的 程序 代码 如 下 : 


%Program ndft_cent_run.m 
Clear; k = 0:49; 
wl =0.2*pi ; w2=0.7*pi; 
xl-—1.5*cos(wl*k) ; х2 = 2*cos(w2*k); 
x —Xx1tx2; 
% 
G= ЁРЕ (x) ; y = abs (G); $ 50samples 
%resample_fun(k,G1,0,24,20,20) 
xx=0:0.1:49; $491 samples 
yy = spline(k,y,xx); yy = abs (yy); $491 samples 
$ Resampling (downsampling) to nsample 
tsum=sum(yy); іпс=0; nsample=100; snum-length (xx); 
avstep = tsum/nsample; 
for i=1:nsample % nsample is f of cent position 
tmp=0; step=0; 
for j—1«inc:snum 
tmp=tmp+yy (J); 
step=step+1; 
if tmp >= avstep 
tmpl=tmp-yy (J); 
if (avstep-tmpl) <= (tmp-avstep) 
cent position(íi)—j-1; 
іпс=іпс+ѕіер-1; 
break 
else 
cent positioníi)—j; 
inc=inc+step; 
break 
end 
end 
end 
end 
cent_position 








yyl=zeros(1,snum) ; 
for j=1:nsample-1 
yyl(cent position(j))-—yy(cent position(j)): 
end 
subplot(3,1,1); 
stem(2*xx/50,vyl);grid; axis([010 40]) 
holdon; 
plot(2*xx/50,yy); axis([010 40]) 
xlabel (‘\rmomega/\rmpi’); ylabel (‘Magnitude’); 
title('Resampling based on interpolation and centroid’ ) 


Zi=2*cent_position/snum; 
Z= (L250): 5 
[8,9] — ndftíx,pi*zi,'uc'J; 


subplot (3,1,2); 

plot(Zi,abs(H), 'Marker','o'); grid; axis([01055]) 
xlabel (‘\rmomega/\rmpi‘’); ylabel (‘Magnitude’); 
title(’NDFT output sequence’); 








第 7 章 非 均 匀 离 散 傅 里 叶 变 换 179 





另外 一 个 例子 是 通过 上 /下 线性 搬 值 来 检验 МОЕТ 和 INDFT (МОЕТ 的 反 变 
换 ) ， 证 明了 将 在 7.3 节 中 讨论 的 合理 近似 方法 ， 如 图 7.5 所 示 。 其 MATLAB 的 程 
序 代码 如 下 : 


输入 序列 














0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
时 间 指 数 n 
FFT 输出 序列 





幅度 


e ele е | e ele o à e ele ө š hd Ё Í @ e e оо е 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
oin 


NDFT 输出 序列 





幅度 











幅度 


0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 











0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
重建 数据 


CI " qe 1 zn BEN BC p" я 


0 3 10 15 20 25 30 35 40 45 50 











幅度 








图 7.5 基于 上 /下 插值 和 FFT 反 变 换 的 NDFT J£ INDFT 








% Program to test NDFT/INDFT using up/down interpolation 


oe 


clf; $ clear current figure 

% Generate the input sequence 

k=0:49; 

wl=0.2*pi; w2 = 0.7*pi; 

x1 = 1.5*cos(w1*k); x2 = 2*cos(w2*k); 

x = x1+x2; 

% Calculating the Discrete Fourier Transform of the 

% sequence to find the frequencies involved in the signal. 
G= fft(x); 

$ Calculating the NDFT around the frequencies of interest. 
211 = [0.16:.005:0.25]; 712 = [0.35:.05:0.55]; 





213 = [0.66:.005:0.75]; 214 = [0.85:.05:1]; 
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21 = [0.050.1Zi1 0.3 Zi2 Zi3 714]; 
[H, Z] —^nd£t(x,pi*Zi,'uc'); 


% Plot the input and output sequences 

subplot (4,1,1); 

stem(k,x, 'Marker','.'); grid; axis([0 50-44]); 
xlabel('Time indexn'); ylabel('Amplitude'); 
title('Input sequence'); 

subplot(4,1,2); 

stem(2*k/50,abs(G), 'Marker','.');grid; axis([010 55]) 
xlabel (’\rmomega/\rmpi’); ylabel('Magnitude'); 
title('FFT output sequence’); 

subplot (4,1,3); 

stem(Zi,abs(H), 'Marker','.');grid; axis([01055]) 
xlabel (’\rmomega/\rmpi’); ylabel(’Magnitude’); 
title('NDFT output sequence’); 
Zinc = [0:0.005:1]; Zdec = [0:0.05:1]; 

H_int =interpl (Zi, H, Zinc, ‘linear’, 'extrap'); 
ix=ifft(G); 
subplot (4,1,4);stem(Zinc,abs(H_int), 'Marker','.'); 
axis([01055]);title(’Up interpolated’); 

H_rec = interpl (Zinc, Н int, Zdec, ‘linear’, 'extrap'); 
figure; subplot (411) ; ѕіем(2аес,арѕ (Н гес), ’Marker’,’.’); 
axis([01055]);title('Down interpolated’); 

Fi —ifft(H rec, 50): 

subplot (412);stem([1:50],real(Fi)*2, 'Marker','.'); 
axis([0 50-4 41); title(’Reconstructed data’); 














7.3 NDFT 的 快速 算 


7.3.1 前 向 NDFT 


NDFT 的 计算 可 以 直接 通过 乘法 和 加 法 运算 来 实现 。 计 算 NDFT 的 每 一 个 复数 
样本 点 ,我们 都 需要 NN 次 复数 乘法 和 NN -1 次 复数 加 法 ， 即 AN 次 实数 乘法 和 (4N - 
2) 次 实数 加 法 。 因 此 ， 计算 N 个 样本 的 计算 复杂 度 大 概 与 N 成 正比 。 注 意 ， 这 
个 复杂 度 同 直接 计算 DFT 是 一 样 的 。 然 而 ， 由 于 ОЕТ 使 用 正 交 基 也 数 ， 可 以 使 用 
FFT 实现 快速 算法 ， 但 Cooley 和 Tukey 算法 ' 引 则 不 能 用 于 NDFT。 

DFT 可 以 定义 为 Z 变换 的 一 ui 因为 频率 域 的 采样 点 都 落 在 单位 圆 上 。 
现在 我 们 将 采样 点 扩展 到 > 平面 的 任意 点 。 因 此 ，N 点 NDFT 被 定义 为 Z 变换 的 任 
ARN 点 频率 采样 ， 表 示 形 式 如 下 : 











X uis) = ERN (7. 27) 


P, z 为 感 兴趣 的 复数 点 ， 这 些 点 的 间隔 可 以 是 非 规则 的 。 
st (7.27) 可 以 重新 写 为 矩阵 形式 奈 = р], Ж, ЯНИЕ АНЕ ЯТА 为 
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X an ( Zo ) 


x 
X= Х,а (21) , х= x1] А 
X asi) x[N ni 1] 
J umb Jub ess gO (7. 28) 
0 0 0 
[D] - lou z” qu 
1 ci yt one EQ 


TERR, ЖЕ ЖЕШ O(N ) 次 运算 复杂 度 。 
7.3.1.1 BARE RAE 

#224 (Horner) 275 7 J&— PPI AVA YE, BT LAW VETE, AIRE DIA 
乘法 系数 。 式 (7.27) 可 以 写 为 


N-1 N-I 
Xa) = Mx. xU У а" = aA, (7.29) 
n=0 n=0 
其 中 
N-1 
A, = Sag = T i 十 xz ab Se 4 X N22 m + Ху 
п=0 
它 也 可 以 表示 成 一 个 般 套 的 结构 ， 这 种 结构 可 以 很 容易 用 递归 算法 计算 ， 即 
A. = Cr (xz, +), +), HAN А (7.30) 


【 例 】 4S N=3 时, A, = ((xoz, +X )z, +,)2, +х? 

Ig) NI CES HAE y, = yon, +2i ， 初 始 条 件 是 yo =xo， 式 (7.30) 可 以 用 递归 
差分 方程 表示 为 y, = y, am, +%,。 当 这 个 算法 运行 N 次 ,我 们 则 可 以 获得 最 终结 果 
A, =yw_1。 因 此 ,计算 第 m 个 МОЕТ 样本 只 需要 两 个 乘法 系数 (2, а 7), iX 
样 就 碱 少 了 输入 信和 号 所 需 的 内 存 (缓存 ) 大 小 。 但 是 这 种 算法 的 复杂 度 需要 4N 次 
的 实数 乘法 和 (4N -2) 次 的 实数 加 法 ， 这 和 直接 计算 的 方法 复杂 度 相 同 。 

霍 纳 算法 可 以 用 如 下 的 MATLAB 程序 代码 来 实现 : 


function [Xndft, zm] = ndft(x, z, 'Horner') % (т) = Zm 











% Arbitrary points in the z-plane: Using Horner's method 
N= length (х); 
form=1: N 

x tmp =x(1); 


forn=2:N 
x_tmp = x_tmp * z(m) + x(n); 
end 
A(m) =x_tmp; $ A(m) — A, 
end 





X-—9.^(1-N),*A; Xndft = X; zm = z; $Output 











O EBAH z, 错 印 为 z。 译 者 注 
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subplot(2,1,1); 

stem(angle(zm), abs(X)); title('Magnitude plot of the NDFT') ; 
xlabel('Frequency \omega’); ylabel('Magnitude'); 
axis([min(angle(Zm)) max(angle(zm)) 0 max(abs(X))]); 
subplot(2,1,2); 

stem(angle(zm), unwrap(angle(X))); title(’Phase plot of the NDFT') ; 
xlabel('Frequency \omega’); ylabel(’Phase in radians’); 
axis([min(angle(zm)) max(angle(zm)) min(unwrap(angle(X))) 

max (unwrap (angle(X)))]); 











7.3.1.2 Goertzel 算法 

序列 x, 的 МОЕТ 是 落 在 z 平 面 上 任意 N RAY Z 变换 。 为 了 减少 计算 复杂 度 ， 
МОЕТ 可 以 用 落 在 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 上 的 点 (Bz, =e) 佑 计 。 其 中 ，w, 是 
角 频 率 。Goertzel 算法 3 用 三 角 序列 进行 表述 ， 每 一 个 МОЕТ 样本 仅 需要 三 个 
系数 : cosw,, sinw, fle KP, Myst (7. ~ 可 以 写 为 


E = (N-1) N-1-n 
X an (2m) 一 ES m — Xs m 





N- 
- e IN- om eie E e XD 1) om A (7. 31) 
n=0 
其 中 
N-1 
A, = x, , e " 1790» 
这 是 由 于 
-n -(N-1) N-1-n 
Zm —Zm Zm 
我 们 可 以 将 A, 进一步 分 解 成 余 re 
A, = C, +]5„ (7. 32.) 
其 中 


N-1 


= > «cos [ [(N-1-n)o,],S,, = Dein | [(N-1-n)o, | 


m 
n=0 


由 于 每 一 个 成 分 需要 N 个 系数 ， 我 们 需要 2N 点 的 计算 。 为 了 减少 复杂 度 ， 定 
义 部 分 和 为 


= 
I 


У, х,соѕ [(М№-1- п)о,] i-20,,-,N-1 (7. 33a) 


ee 
T 


© = Yasn[(N-1-2)e,] i20,1,—,N-1 (7. 33b) 
n=0 


MRi=N-1, WA CO =С„, SPY =S,. Т (7.33) ， 我 们 观 
35 察 到 





E 


CU) =x,cos [| (N 21), ] +x,cos [ (N -2)0,, | (7. 34) 


考虑 三 角 恒 等 式 : 


cos(a +b) =cosacosb — sinasinb (7. 35a) 
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cos(a – Б) =cosacosb + sinasinb (7. 35b) 
将 式 (7.35a) 和 式 (7.35b) 相 加 得 
cos(a +b) =2cosacosb – cos(a — b) (7.35c) 


则 可 得 出 式 (7.34) 中 的 余弦 方程 cos[ (N -1)w, ] 可 以 表示 为 

cos [(N-1)w,„] =cos || (N -2) +1 ]o,,} 

=2cos  (№-2)о, ] cos о, — cos [(N-3)a,, ] 

然后 式 (7.34) 可 以 重新 写 为 

CU) =(2x0cosw, + x, )eos| (М —2)в@„] —x,cos[ (N -—3)o, | (7. 36a) 
下 一 个 部 分 和 可 以 表示 为 

С? = (2x,cosw,, +x, )cos[ (N -2) 0, ] + (x, -xo)cos[(NW-3)w,](7.36b) 
类 似 地 ， 有 
C = (2g,cosw, + x, – ху) соз (N-3)q,,] + (x, —g,)cos[ (N-4)a, | 


(7.36c) 

一 般 的 表达 式 为 

С? =g,cos [(N-i)o,,] +h,cos [(N-i-1)o,] i-1,2,-,N-1 

(7. 36d) 

其 中 

81 = Xo, h, 2x, 
gi =2g;-,cos Om th; ,, h;-x;-gi, i-2, , N-I 
最 后 的 余弦 项 表示 为 
C, = p = £y.,C080,, thy (7. 37) 


类 似 地 
sin| (N -1)o, | =sin {[(N-2) +1 ]o,,} 
-2sin[ (N -2)o,, ]cos о, – sin| (N-3)a,, | 
在 式 (7.33b) 中 定义 的 正弦 形式 可 以 重新 写 为 
SO =g sin[ (N-i)o, | +h,sin[ (N -i -1)c,,] i=1,2,--,N-1 
S, 可 以 通过 对 e; 递归 求解 来 计算 : 
S, 2 S('7U — gv Sino, (7.38) 
AP, g Mh, BAER (7.36b) 中 定义 了 。 这 种 方法 将 复杂 度 降低 到 O (N). 
总 的 计算 量 是 (2N +4) 次 实数 相 乘 和 (4N -2) 次 实数 相 加 。 如 果 输 入 是 实 信 
号 ， 那 么 它 的 余弦 和 正弦 形式 (C, 和 5,,) 也 是 实数 。 因 此 ， 总 的 计算 量 减 少 到 
(N 42) 次 实数 相 乘 和 “(2N -1) 次 实数 相 加 。 
Goertzel 算法 可 以 通过 如 下 的 MATLAB 程序 代码 实现 〈 流 图 如 图 7.6 所 示 ) : 
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function [Xndft, z] =ndft(x, omega, ‘Goertzel’) 


$ Input: x(n), Om $ Output: Xngr (zn), Zm 

% On the unit circle: Using the Goertzel algorithm 
$ with trigonometric series interpretation. 

N= length (х); j = sqrt(-1); 


h=x(n) - g; 
g = 2*g*cos (omega (m) ) + h_pre; 
end 
C = g*cos (omega (m) ) +h; 
5 —g*sin(omega(m)); 
A(m) =C + 3*S; % A(m) =A, 
end 


X = exp(-j* (N-1) *omega) .*A; Xndft = X; % Output 
z —exp(j*omega); % Zm = е/®", z(m) = Zm 


subplot(2,1,1); 

stem(omega, abs(X)) ; title('Magnitude plot of the NDFT') ; 
xlabel('Frequency \omega’); ylabel(' Magnitude’); 
axis([min(omega) max (omega) 0 max(abs(X))]); 

subplot(2,1,2); 

stem(omega, unwrap(angle(X))); title('Phase plot of the NDFT') ; 
xlabel('Frequency \omega’); ylabel('Phase іп radians’) ; 
axis([min(omega) max (omega) min (unwrap (angle (X) ) ) 

max (unwrap (angle(X)))]); 














i= 0, 897 0, ho=xo 


















] ] 


gi =28;_1 С050 mh; 4, h;7 xj-8; 





Cim= С) = ву icoswm+h 1 


图 7.6 Goertzel 算法 流 图 (只 显示 了 С, 的 计算 ) 





7.3.2  NDFT 的 逆 变 换 (INDFT) 
通常 情况 下 ，INDFT 没有 简单 的 公式 形式 ， 这 是 因为 我 们 必须 为 非 均 匀 间 隔 的 
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频率 采样 推导 逆 和 矩阵 。 注 意 ， 给 定 一 个 NDIT 向 量 X， 通 过 简单 运算 确定 出 信号 意 
Ж х= [D]  X。 逆 矩阵 可 以 通过 高 斯 消 元 5 求解 线性 系统 来 得 到 。 这 种 方法 需 
要 O(N) Kies, 

INDFT 与 多 项 式 搬 值 技术 是 类 似 的 ， 正 如 从 非 均 匀 频 率 网 格 重建 均匀 频率 网 格 
上 的 信号 向 量 。 我 们 处 理 下 面 的 重建 或 恢复 问题 。 设 C 代表 一 组 复数 。 给 定 在 不 

















esu. (其 中 , j=0, 1, 2, ++, N-1) 处 的 值 xe C(j -0, 1, 2, 
-1) ， 目 的 是 重建 一 个 接近 于 原始 样本 x, 的 三 角 多 项 式 x(p,) ， 表 示 如 下 : 
x(p;) = >, X,exp (j2mp;) = x; (7.39) 
ii LE]Xex 














SR, [ERE ГЇ# HE npa ERA ЕБ X s 
一 个 标准 的 方法 就 是 用 Moore - Penrose 伪 逆 求解 5 ， 它 可 以 解决 一 般 的 线性 
最 小 方差 问题 ; 








BUMERXI? RAE |æ- LETX |? 最 小 (7.40) 
上 述 算法 是 用 来 最 小 化 残 差 CURIE) 范 数 || . |。 当然 ， 使 用 奇异 值 分 解 计 
算 伪 逆 问题 是 非常 浪费 的 ， 并 且 完 全 没有 现实 可 行 的 方法 。 
一 个 更 实际 的 方式 是 使 用 加 权 逼 近 问 题 来 降低 相似 误差 7=x* - [E]X, BU 
min | x -[E]X ll iy; (7.41) 





其 中 


1 


lz- ГЕ Xin = (Ym ао) 
RP, [WURR T ЇЛЇШ ШЕЕ, 
7.3.2.1 拉 格 朗 日 插值 方法 
拉 格 朗 日 (Lagrange). 插值 方法 可 用 于 将 给 定 的 NDFT 系数 转化 为 相应 序列 的 
Z ЛЕЙ М! 。 如 果 上 述 过程 可 以 实现 ， 则 序列 〈 反 变换 ) 可 以 被 看 成 是 Z 变换 的 系 
数 。 用 N -1 阶 拉 格 朗 日 多 项 式 ，Z 变换 的 系数 可 以 表示 为 


XG) = Y 20 хага] (7.42) 





其 中 
L.(z) = IL. - 22) m =0,1,:: N -1 
那么 ， 我 们 只 需 挑 出 X(z) 中 的 系数 就 可 以 得 到 原始 序列 x, 的 采样 值 。 对 于 较 
短 的 序列 ， 如 N <50 时 ， 它 能 给 出 比较 理想 的 结果 。 但 是 ， 当 序列 很 长 的 时 候 ， 
它 就 会 产生 无 穷 大 的 插值 误差 。 
在 此 以 序列 长 度 N 23 为 例 进 行 说 明 。 为 简化 起 见 ， 假 设 频 率 点 表示 为 1z[ 丰 | = 
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{a,b,c}, МОЕТ 的 样本 序列 表示 为 | 和, [k]J) 21X[0],X[1],XL2]1, MW Z 变换 可 
以 表示 为 



































ohe) š L(z); L,(z) * 
Tec y tr oer AA (7.43) 
注意 ,Li(z,) 在 给 定 的 点 上 是 常数 。 因 此 我 们 将 式 (7. 43) 继续 展开 为 
Iase i -a yale Cog КІ e 
sau -wD A 
将 此 式 展开 到 二 阶 多 项 式 得 
X(z) = (1- (b *c)z'! + +(1-(c+a)z кас) 
+(1- (а+6)27' ка) aa 
x(n) ЛЯ МОЕТ (Inverse МОЕТ) 可 以 被 看 作 是 插值 多 项 式 X(z) 的 系数 。 因 为 
laln]! 21a,,a,] ^A(z) =a, +az 
则 x[n] 可 以 用 下 面 的 矩阵 形式 表示 : 
| X[0 
L (a) 
1 1 1 . 
=| - c -(cta - (a XU] ; 
ix[n]] = - 5 +e) (c+a) (a+b) LO) (7.44) 
bc ca ab А 
LL, (c) 





这 个 矩阵 产生 了 三 个 数据 点 。 然 而 ,由 于 系数 和 数据 点 “所 有 组 合 ” 的 性 质 , 上 述 形 
式 将 导致 很 高 的 复杂 度 。 
用 拉 格 朗 日 插值 计算 INDFT 的 MATLAB 程序 代码 如 下 ; 


function x — indft(Xndft, z) 








% Input: Xyn(z5), Zm $ Output: x(n) 

$ INDFT using Lagrange interpolation 
format long g 

N = length (Xndft); L= zeros(1,N); 
vec. old = zeros(1,N); 

form=1:N 





vec_new=1; 
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temp vec = [z(1:m-1) z(m+1:N)]; 


$ Computing the fundamental Lagrange polynomial Lm(Zm) 
L(m) =prod(1-temp_vec/z({m)); 





$ Computing the fundamental Lagrange polynomial Іт (7 | Zm) 
for n= 1: N-1 
vec, new = conv (vec. new, [1-temp_vec(n)]); 
end 
vec old = vec old + vec, new * Xndft(m)/L(m); 
end 
X — vec, old; 
format 











尽管 非 均匀 样本 点 的 位 置 可 以 是 任意 的 ， 但 是 如 果 两 个 样本 点 距离 很 近 的 话 ， 
那么 矩阵 [4] 的 条 件数 C 将 会 大 幅度 增加 ， 其 中 C 定义 如 下 : 

C([A]) = ICA] | ICA] | (7.45) 

SUP, J: | RREZ ХЭЕР ҮН УКЖ A EX, TE MATLAB 中 ， 

用 命令 norm ( А,” parameter’) 和 cond (A,’ parameter’) 检验 结果 。 如 果 参 数 是 


S, 那么 最 大 绝对 误差 和 | [A] |， 可 以 通过 ITA] I, = mac, Ja, | 计算。 如 
RSE “2”, MACAI [A] Ger, (141) "КЖ [А] ЕНШ) 最 大 特 
征 值 的 二 次 方 根 可 以 通过 | EAT |, = ECEAT "[4] 的 最 大 特征 值 ] ?计算 ,这 也 党 


被 称 为 息 阵 范 数 。 例 如 ， 已 知 2 x2 ТЕЗЕ [АЈ = Ë 





1 
H! 而 且 | LA] | 1 =2, 


I ТА] 1 =。 条 件数 计算 命令 为 
C(A)=norm(A,2) * norm(inv( A) ,2) 

其 中 ,“ x* ”在 MATLAB 中 代表 乘法 。 对 于 所 有 的 矩阵 ， 和 矩阵 范 数 都 大 于 1。 由 于 
一 个 矩阵 [4] 和 它 的 逆 和 矩阵 是 一 一 对 应 的 关系 。 如 果 条 件数 接近 1， 那么 就 说 [4] 
是 良 态 的 矩阵 。 如 果 条 件数 是 无 限 大 的 ， 那 么 这 个 系统 就 是 奇异 的 。 如 果 条 件数 很 
大 的 话 ， 那 么 系统 就 是 非 良 态 的 。 这 里 “很 大 ”是 指 logC 比 和 矩阵 元 的 精度 还 要 大 
(其 中 C 为 条 件数 ) 。 

因此 ， 分 级 采样 的 方案 可 通过 引入 插值 和 下 采样 ,来 确定 非 均匀 样本 点 的 位 置 。 
如 图 7.7 所 示 ， 对 于 重要 的 区 域 可 进行 密集 采样 ， 与 此 同时 其 他 区 域 进 行 稀 玻 采样 。 


均匀 样本 点 
9 一 一 9 一 一 09 一 一 人 ° 














非 均匀 样本 点 : 11 






非 均匀 样本 点 : L2 
© © © © © 


图 7.7 以 2 为 因子 进行 分 级 插值 
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7.4 二 维 NDFT 


与 一 维 NDFT 相 比 ， 二 维 МОЕТ 可 以 在 时 域 或 频 域 内 实际 的 非 均 匀 采 样 位 置 上 
进行 计算 。 考 虑 设计 者 要 求 的 频率 ， 检 测 某 一 个 精确 频率 的 特性 是 可 能 的 。 假 设 在 
频 域 进行 了 非 均匀 采样 ， 对 于 一 个 大 小 为 N, x N, 的 序列 x (ni, n), JÉ 2 ND- 
FT 定义 如 下 : 


N,-1 N5-1 


X (244 24.) = > Dx Cn m a za k = 0,1,---, N N, =] (7. 46) 


ny =0 по =0 


HP, (zu, 2%) 代表 了 (n, 2) 区 域 中 N.N, 个 不 同 的 点 。 只 要 反 变换 存在 ， 这 
些 点 可 以 被 任意 选取 。 

二 维 序列 可 以 被 看 作 是 依次 排列 的 一 维 序列 。 也 就 是 说 ，N x N, 个 数据 可 以 
被 重组 获得 N N, 个 点 。 相 应 的 变换 矩阵 的 大 小 是 NWV x NiN,。 在 这 里 ,我 们 用 一 
个 例子 N. =N, =2 进行 说 明 。 变 换 的 矩阵 形式 如 下 : 


X=[D]x (7.47) 
其 中 
Х(20,20) x(0,0) 
X( 21; 25) x(0,1) 
Х = Й х = , 
= | XGqn 25) = |x«(1,0) 
X(zy 25) x(1,1) 
1 Ey zo zo Zap. 
"m 
21 n п 221 
[D]- 


= zi 
Z2 2р 2р 22 


1 23 2з 2 
7.4.1 二 维 采 样 结构 


7.4.1.1 均匀 的 三 角 结构 

长 期 以 来 ， 图 7. 8a 所 示 的 这 种 规则 结构 在 许多 频率 分 析 和 处 理 中 获得 了 应 用 ， 
传统 的 均匀 DFT 擅长 处 理 这 种 结构 下 的 样本 。 相 应 的 变换 从 本 质 上 是 可 分 离 的 。 
7.4.1.2 非 均 匀 和 矩形 结构 

这 种 情况 下 ,采样 点 落 在 (z, z) 区 间 内 和 矩形 网 格 的 节点 上 ， 如 图 7. 8b 所 
AR, z Hz, 坐标 之 间 的 间隔 是 非 均 名 的 ,但 是 线条 (TRI) 互相 平行 。 只 要 是 
不 同 的 行列 ， 行 列 之 间 的 距离 是 任意 选择 的 。 

由 于 所 有 的 点 定义 在 一 条 直线 上 ， 所 以 变换 的 运算 是 可 以 分 离 的 ， 并 且 可 以 表 
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Е: a o o o 
2\ 21 
а) b) c) 
图 7.8 二 维 情况 下 的 频率 采样 结构 





c) 平行 线 上 的 非 均匀 结构 





d) 任意 的 非 均 匀 结 构 


a) 均匀 的 矩形 b) 非 均匀 的 矩形 结构 
示 成 如 下 更 为 简单 的 矩阵 形式 : 


[X] =[D,][«][D,]" (7.48) 
其 中 
XCzi 25) XCzi 25) X( 21 ,Zo Ns-1) 
X(z11 5229 ) X (211 5201) X (zı aya) 
[x] = | | 


XC n, -1 a1) Xn m a 522, ,-1) 


X(z, v, 1,20) 


х(0,0) х(0,1) x(0,N, -1) 
x(1,0) x(1,1) x(1,N, -1) 
[x] = . . | 
x(N, -1,0) uCN, —1,1) (М, -1,N, - 1) 
| 1 Zu žo 2 
[D ] _ 1 2 га ae 
13 = , ‘ 
1 E Hh s sd 2 5 
1 25! 252 go Mat) 
э! = = ты” 
24 о А 
1 mea Zama CU UM 





stb, CD, RD, ] 分 别称 为 大 小 为 W x N, 和 N, x N, 的 范 德 蒙 拭 阵 ， 这 种 形式 的 
矩阵 有 时 被 称 为 交 蔡 矩阵 Cl 。 范 德 蒙 矩 阵 的 行列 式 有 -一 个 特殊 的 简洁 形式 ， 
det [D,] = П (Gu ocu) 
由 于 这 种 结构 产生 了 可 分 离 的 变换 ， 矩 阵 [ D] 可 以 用 克 罗 内 克 积 的 形式 表示 为 
[D] 2[D,]GD.] (7.49) 
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应 用 克 罗 内 克 积 四 的 一 个 性 质 ， 德 阵 [ 刀 ] 的 行列 式 可 以 重新 写 为 
det [D] = (det [D ]) ^ (det [D,]) ^ 
= JL Gu =Z; P Ш UV 一 224 gm 

因此 ,假如 [D] 和 [D ,] 是 非 奇异 的 ， «AGED ] 是 非 奇 异 的 。 也 就 是 说 ， 如 果 
205 Zs ts Zum- рз Zao > 2m REAR, 用 于 计算 矩阵 的 自由 
度 则 从 二 维 МОЕТ 情形 下 的 N.N, 下 降 到 N, + N,。 通 过 二 维 МОЕТ 的 反 变 换 来 得 到 
二 维 数据 ， 可 以 分 别 通 过 计算 两 个 分 离 的 、 大 小 为 N, 和 的 线性 系统 来 实现 。 这 
一 过 程 需要 O(N + N ) 次 运算 ， 而 不 是 ONT) GS 
7.4.1.3 平行 线 非 均匀 结构 

如 图 7. 8c 所 示 ， 由 于 各 点 沿 着 行 的 方向 非 均 义 分 布 ， 这 种 结构 不 一 定 能 够 应 
用 可 分 离 的 操作 。 然 而 ， 这 种 情况 下 ， 二 维 МОЕТ 矩阵 可 以 表示 为 广义 克 罗 内 克 积 
的 形式 。 


(7.50) 


[D] =[D,]@[D,] (7.51) 
式 中 ，[D] 为 一 个 NM xN, e ГР, 定义 为 一 系列 IN, ( N, xN, ) 的 范 
WERELD], i20, 1, +, N,-1, RAW 
[ Diy | 
[ D, ] 
([D,]} = . (7.52) 
[D, жа 
其 中 
1 Zi 255 UT д 
1 Aa СЭН ar ! 
[D] = i=0,1 N,-1 
1 AEE icis Ut d o 
意味 着 
[ Р» ] Od 
D, d, 
[D] = | oe (7.53) 
[ D, y, EN dy 24 


AP, d, 表示 和 矩阵 LD, ] 中 的 第 i 个 行 向 量 。 d 
det [D] = (det [ D. ]) ` Taco (7.54) 


Wk, Жр, ] 和 [D,] 是 非 奇 异 的 ， ML ] 是 非 奇异 ,在 这 种 情况 下 ， 变换 是 
部 分 可 分 离 的 。 
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7.4.1.4 任意 采样 结构 

оа 随机 的 ， 可 分 离 变 换 将 不 能 获得 保证 。 
在 这 种 情况 下 ， 应 当 采 用 连续 的 一 维 变换 。 所 有 的 变换 矩阵 都 应 比 可 分 离 的 情况 要 
k кишин. 


7.4.2 ERISA RKAS 


下 面 给 出 实现 非 均 匀 和 矩形 采样 结构 (ILE 7. 8b) ЯЕ МОЕТ 的 MATLAB 程序 
代码 ; 


function [Xk] = ndft2 (xn, M, N, fsl, fs2) 
$ Computes NonUniform Discrete Fourier Transform 








$ xn = N-point 2D input sequence over 0 <= n <= N-1 (Uniform) 
$ Xk — 2DNDFT coefficient array (NonUniform) 

$ fs — nonuniform frequency vector (N-point) 

% N, M— Length of NDFT 

% Usage: Xk = ndft2d r (xn, N, M, f£s1, fs2) 


% 

п1=0:1:М-1; % Index for input data 

Wn = exp(-j*2*pi/M); % Twiddle factor 

nk1 = fsl'*n1; % Creates an M x Mmatrix 

DFTmtx1 = Wn .^ акі; % DFT matrix (Mx M) 

n2 = 0:1: N-1; % Index for input data 

Wm = exp(-j*2*pi/N); % Twiddle factor 
k2-2fs2* *n2; % Creates an N x Nmatrix 

DFTmtx2 = Wm .^ nk2; € DFT matrix (N x N) 


Xk = DFTmtx1 * xn * DFTmtx2.^' 
IRERE Е МОЕТ 的 程序 代码 示例 如 下 : 


% 2D NonUniform DFT simulation 
x = double(imread('image64.tif')); 
figure, imshow(x, []) 








E 


t 








t=0 : 63; 
£31—[[0:0.5:15] [16:32] [33:2:63]]; 
fs2 = fs1; 


Xf = ndft2 (x, 64, 64, £s1, #52); 
figure, imshow (abs (X£) , [1) 


ХЕс = fftshift (Xf); 
figure,imshow(abs(Xfc), []) 


X = log (1+арѕ (Xfc)); 
figure, imshow (ХП, []) 


$nonuniform grid plotting 
figure, fs11 — decimate(fs1,4); $64 pts -» 16 pts for showing purpose 
[X,Y] =meshgrid(fs11); 7 —zeros(16); 

plot3 (X, Y, Z, 'k.'); axis([0 640 64]) $Two-dim. nonuniform grids 
displayed! 
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在 仿真 中 ， 非 均匀 和 采样 结构 的 选取 是 最 受 关注 的 。 例 如 ， 我 们 设计 了 一 个 图 
7.9 所 示 的 强调 低频 的 结构 ， 这 一 结构 在 低频 部 分 有 很 密集 的 采样 ， 然 而 在 高 频 部 
分 采样 较 稀疏 。 二 维 NDFT 的 变换 结果 在 图 7. 10 中 给 出 ， 并 将 其 与 均匀 的 DFT xf 
行 了 对 比 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 代 表 低 频 分 量 的 中 间 区 域 在 图 7. 10e. ( 原 书 此 处 将 图 
7. 10c 错 印 为 图 7. 10b。 译 者 注 ) 所 示 图 像 中 得 到 了 扩张 这 是 由 于 在 这 部 分 
区 域 有 更 多 的 采样 点 。 
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A] 7.9 频率 采样 结构 的 例子 
a) НЕЁ b) 非 均匀 矩形 











al b) с) 


图 7.10 二 维 NDFT 的 结果 
a) 输入 图 像 b) 均匀 采样 c) 非 均匀 采样 








7.5 {Е МОЕТ 设计 滤波 器 


7.5.1 低 通 滤波 器 的 设计 

回想 一 下 线性 相位 (Linear - phase) {ЖЕЙ Ж aE (Low - pass Filter, LPF) 的 
设计 ， 考虑 滤波 器 抽 头 个 数 N 为 奇数 。 我 们 假设 滤波 器 的 脉冲 响应 是 实 对 称 
的 ， 有 


第 7 章 非 均 匀 离 散 傅 里 叶 变 换 193 





Мп} -A[N-1-n] n -0,1,--, N-1 (7.55) 
即 
h[0] -A[N-1],h(1] -A[N-2],-- 
滤波 器 的 频率 响应 用 时 域 DFT 的 表示 形式 如 下 : 


由 于 滤波 器 是 对 称 的 ， 所 以 上 式 可 以 扩展 为 


(N-1) 


acer) = (Neh > (MEL) [emet wow | 


(N-1) 


= (Nez y a - һ)1-сы” em entm 
n=1 








因此 


(N-1) 
2 


HC) = У, 00] (cos (wk) e? = Вође (7.57) 
RH, MERER) 为 o WR, 18, ERA, RRI 


(N-1) 
2 





























R(w) = У, r[k]cos (wk) (7.58) 
其 中 
r[0] =] 
(7.59) 
ab =) -k] kz1,2,., 1 


现在 ， 我 们 需要 通过 通 带 (passband) 边界 в, 阻 带 (stopband) 边界 w,， 以 及 通 
带 和 阻 带 的 峰值 波动 0, 和 5.， 来 定义 希望 得 到 的 频率 响应 。 

切 比 雪夫 (chebyshev) 滤波 器 90 在 通 带 (类 型 1) 或 阻 带 (2539 ID) £ 
在 等 波纹 现象 ， 有 一 定 可 以 接受 的 容忍 度 ， 如 图 7.11 所 示 。 此 外 ， 在 通 带 和 阻 带 
之 间 特 别 设计 了 过 渡 带 ， 从 而 使 滤波 器 的 幅度 响应 能 够 平滑 地 下 降 。 切 比 雪夫 滤波 
器 可 以 由 如 下 MATLAB 程序 代码 实现 : 


% Chebyshev type I and II filters 
% Order of the filters 

N= Dy 

% Passband edge frequency 











Wp = 0.5; 

% Ripple in the pass-band (dB) 
RipplePass = 1; 

% Ripple in the stop-band (dB) 
RippleStop = 20; 
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м = 0:pi/255:pi; 


[numer, denom] = сһеру1 (№, RipplePass, Wp); 
chebyshev1 = abs (freqz (numer, denom, w)); 


[numer, denom] = cheby2 (N, RippleStop, Ир); 
chebyshev2 = abs (fregz (numer, denom, w)); 





subplot (2,1,1); 

plot(w, chebyshev1); axis([03.14-0.051.05]); 
title(’Chebyshev type I filter’) 

subplot (2,1,2); 

plot(w, chebyshev2); axis([03.14-0.051.05]); 
title(’Chebyshev type II filter’) 











类 型 工 的 切 比 雪 夫 滤 波 器 

















0 1 1 1 1 П l 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 mx 
角 频 率 


类 型 开 的 切 比 雪夫 滤波 器 











角 频 率 
图 7.11 2828 T 和 类 型 开 的 第 五 阶 切 比 雪夫 滤波 器 〈 幅 度 响 应 ) 








7.5.1.1 产生 期 望 的 频率 响应 
实数 取 值 的 幅度 响应 R (o ) 可 以 分 解 为 通 带 R,(w) 和 阻 带 R (о) 两 部 分 : 





R (о), О<о<о, 
R(@) =: ' | (7. 60) 
R (o), w <о<т 
И, R. Co) FIER, (o) x CN 
R,(@) 21-8, T,(X,(0)) (7. 61) 
R (w) = -&,T,(X,(0)) (7. 62) 


RP, TQC- RRM 阶 切 比 雪夫 多 项 式 ， 即 
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T (x) = cos (Mcos '(x)), -1<x<1 

" cosh (M cosh | (x)), Ixl>1 

切 比 雪夫 多 项 式 在 频率 范围 内 产生 小 于 或 等 于 +1 的 等 波纹 ,在 频率 范围 外 是 

单调 的 。 这 里 ,需要 使 用 函数 X,(w) 和 针 (w)， 分 别 将 切 比 雪夫 多 项 式 X,(w) ЯП X. 

(w) 映 射 到 通 带 的 区 间 范 围 0<w<w, 和 阻 带 w.<w<m。 这 个 映射 可 以 通过 如 下 设 
A X (о) Al X (о) RÉ: 


(7. 63) 














X, (w) =Acos(aw +b) +B 

X (w) =Ccos(cw +d) + D 
这 里 我 们 可 以 通过 对 滤波 器 响应 R (o) ЯП R (o) 的 进行 合理 的 限制 ， 来 获得 所 需 
的 8 个 参数 a, b, c, d, A, B, C, D, RAIEURAIT : 


(7.64) 





1. 参数 b 
由 于 式 (7.60) 中 的 响应 R(w) 关 于 w=0 是 偶 对 称 的 ， 则 


R,(@) =R,( -@) ЖХ (о) 2X,( -@) (7.65) 
将 (7.64) RPI X, (о) 代入 式 (7.65) 得 
cos(aw +b) =cos( — (ao — b)) =cos(aw – b) 


Db, БЛАТ т, ВП 





Вый (7.66) 
2. 参数 d 
为 了 推导 其 他 参数 ， 我 们 假设 尺 (o) 关 于 о == К, DU 

R (o +m) = R.( -o * m) MX (c +z) = X,( —@ + Tr) (7.67) 


将 式 (7.67) "PAY X (о) HX (7.64) 中 的 代替 ， 得 
cos( co + (ст + d) ) = cos( — со + (em + d) ) 
КИҢ, (em +d) МАТ m, M 
d -m(l-c) (7. 68) 
3. 参数 a 
在 通 带 结束 处 ， 即 w=w, 时 ， 式 (7. 61) 中 的 频率 响应 R,(w) 应 该 等 于 1 8, 
才能 满足 暂 态 响应 ， 即 





R,(@,) =1-8, (7.69) 
再 根据 式 (7.61), 19 

(а) уе (7.70) 
由 式 (7.63) HT, (-) ХЕХ, MUIH X (о) 215 将 此 带 入 式 (7.64)， 
可 得 


X,(@,) =Acos (aw, +b) +B =1 (7.71) 
XB, SE b 由 式 (7.66) 得 出 。 应 用 三 角 函 数 的 性 质 ， 有 
1 a(B-1 
d (21) (7.72) 
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4. ЖЖ с 
在 阻 带 的 起 始点 w = о, 处 , 式 (7.61) 中 的 频率 响应 R.(w) 应 该 等 于 ó 才能 
ie, Вр 





R (@.) = 8, (7.73) 
这 意味 着 在 式 (7.62) M (7.63) 中 有 
T.(X (o )) 21 #l X,(@,) =1 (7.74) 
使 用 式 (7.64) 中 和 (wo) 的 形式 ， 可 以 得 
X (w) = Ccos (co, +d) +D=1 (7.75) 
AF, Bed 由 式 (7.68) 获得 。 应 用 三 角 函 数 的 性 质 ， 则 
co (7.76) 
5. Ж В 
对 于 N 为 奇数 的 切 比 雪夫 滤波 嚣 ，R,(w) 极 值 发生 在 w=0 处 。 此 时 有 
R,(0) =1 +ô, (7.77) 
Mak (7.61) 得 
T,(X,(0)) = -1 (7.78) 


从 式 (7.63) 的 定义 可 知 : 
cos( Mcos (和 (0) ) ) = -1 
cos  (X,(0)) =т, ШЖ M =1 
X,(0) = -1 
将 式 (7.64) 中 的 忒 (wo) 代 入 上 式 ， 并 且 使 用 式 (7.66) +18 ( 原 书 此 处 
将 式 (7.66) 错 印 为 式 (7.68), 一 一 译 者 注 ) ,得 
B-A-1 (7.79) 
( 原 书 此 处 公式 错 印 为 D = C -1。 一 一 译 者 注 ) 


6. AX р 
对 于 N 为 奇数 的 切 比 雪夫 滤波 器 , R (о) BELA AE TE о = т К, Вр 


R (m) = -ò, (7. 80) 
( 原 书 此 处 公式 将 R (т) 错 印 为 R(T)。 一 一 译 者 注 ) 
从 式 (7.62) 可 知 
Ts:(X CT)) = -1 (7.81) 
MX (7.63) 的 定义 可 知 
Х\(т)=-1 
KX (о) (7.64) 中 的 形式 代替 ， 并 且 用 式 (7.68) "P d fA ( 原 书 此 处 将 式 
(7.66) 错 印 为 式 (7. 68 ) 。 一 一 译 者 注 ) ， 则 可 求 出 
D-C-1 (7.82) 
( 原 书 此 处 公式 错 印 为 B=4 -1。 一 一 译 者 注 ) 


第 7 章 非 均 匀 离 散 傅 里 叶 变 换 197 





а 
通 带 啊 应 的 最 小 值 定 义 为 
min(R,(@)) = - 9, s 83) 
即 R,(w) 必 须 大 于 阻 带 波纹 的 负 值 。 我 们 将 这 个 条 件 限 制 用 于 式 (7.61), 
T,(X,(@) )—max, cos ( Mcos™' (x) ) 一 max， a das 


X,(@) =Acos (ao +b) + B—max, cos (aw +b) =1, Х (0) =A+B 
我 们 将 这 个 结果 同样 用 于 式 (7.82) 得 
1 -&,T, (2A -1) = -8, 








1+6. 7. 84 
A=>[7; CE |+] POP) 
BT C) M 阶 切 比 雪夫 反 函 数 。 
8. 参数 C 
阻 带 响应 的 最 大 值 可 以 被 定义 为 
max( R, (9) ) =1 +ô, (7.85) 
也 就 是 说 ，R.(w) 必须 比 通 带 的 最 高 波纹 要 小 。 我 们 将 这 个 条 件 限制 应 用 于 式 
(7.62), ， 得 


$ T,.(C+D) =1 +ô, 


cod [rst [224] К 


7.5.1.2 非 均匀 频率 样本 的 位 置 
这 里 讨论 的 滤波 融 在 时 域 包含 N 个 滤波 絮 系 数 。 一 种 设计 滤波 器 的 方式 是 设 
计 频 域 的 频率 响应 ,然后 采用 NN 点 的 反 变换 。 首 先 ,对 期 望 得 到 的 频率 响应 在 z 平 面 
单位 加 上 进行 NN 点 非 均 匀 采 样 W 1。 然后 ,通过 对 这 些 频率 采样 点 进行 INDFT 即 可 
得 到 滤波 需 的 系数 。 非 均匀 样本 的 最 优 位 置 选择 为 通 带 和 阻 带 的 极 值 。 
由 于 滤波 融 的 脉冲 响应 是 对 称 的 ,独立 滤波 带 的 个 数 N, 接近 总 系数 个 数 N 的 
一 半 , 定 义 如 下 : 

















N+1 
2 


我 们 必须 将 IN. 个 采样 以 非 均 匀 的 方式 放置 在 0<w<7 的 范围 内 。 这 些 采 样 带 
选 在 通 带 的 极 值 P 和 阻 带 的 极 值 S 处 。 在 通 带 的 极 值 了 处 ，R,(w) 的 幅度 响应 为 
R (m) =1 +8, (7.88) 





N, = (7.87) 








或 者 
T,(X,(@)) = +1 
并 有 
X,(@) = cos( | k=1,2,.…,N, (7. 89 ) 
将 式 (7.89) 代入 式 (7.64). 得 到 通 带 内 最 优 落脚 点 o 为 
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1 | em jg 
o 2— cos! | P "l kz1,2,-,N, (7.90) 
d A 
类 似 地 ， 可 以 得 出 阻 带 内 最 优 落脚 点 wf 为 
[ Кт 
о =H cos" “| kz1,2,,N, (7.91) 
B 





所 以 ， 通 带 中 的 尸 个 位 置 和 阻 带 内 的 S 个 位 置 可 以 用 式 (7.90) 和 式 (7.91) 中 
的 参数 来 定义 。 极 值 的 个 数 P+5 等 于 0 大 w 大 站 范围 内 所 有 间隔 的 个 数 。 它 也 等 于 
AKE N 去掉 中 心 系 数 之 后 的 一 半 ， 即 
Ь=Р+8= 4 (7.92) 
因此 ， 我 们 必须 再 确定 一 个 中 心 点 的 位 置 ， 可 以 放 在 通 带 截止 频率 w,， 也 可 
以 放 在 阻 带 起 始 频 率 w, o 


7.5.2 非 均匀 低 通 滤波 器 的 例子 


我 们 用 上 面 的 参数 设计 一 个 切 比 雪夫 | 型 低 通 滤波 器 。 这 里 需要 计算 出 波纹 带 
内 的 极 值 ， 这 些 极 值 将 会 用 于 获得 频 域 非 均 匀 采 样 的 滤波 融 的 脉冲 响应 。 这 个 滤波 
器 的 参数 定义 为 











ó 
滤波 器 的 长 度 N =37 BCLS = 15 
通 带 截止 频率 w, =0. Ат 阻 带 起 始 频率 w, =0. 5m 


通 带 和 阻 带 滤波 器 多 项 式 的 阶 数 已 经 由 通 带 和 阻 带 的 阶 数 已 和 3$ 及 总 的 间隔 
给 出 。 在 这 个 例子 中 ,我 们 得 到 了 =18,， P=8, 5S=10。 首 先 ，8 个 参数 可 以 通过 
步骤 1 ~8 得 到 。 其 次 ,计算 通 带 函数 XX (о) ( 见 图 7.12a) ЯШИ RZ X (о) 
切 比 雪夫 滤波 器 的 通 带 响应 如 图 7. 12b 所 示 ， 甚 中 包含 4 个 极 大 值 和 5 个 极 小 值 ， 
Ж (P+1) 个 极 值 。 如 何 进行 阻 带 响应 的 设计 、 极 值 的 计算 和 通过 反 变 换 得 到 时 
域 脉冲 响应 ， 这 些 问 题 留 给 读者 思考 。 上 述 例子 的 MATLAB 的 程序 代码 如 下 : 


1.5 T T T T T T T T T 























l 1 1 l 
0.5x 0.67 0.71 0.87 0.97 T 


角 频 率 
a) 
7.12 通 带 函数 
a) 工 型 切 比 雪夫 滤波 器 的 通 带 响应 


1 1 1 L 
0 Olr 02T 0.37 0.47 
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a 
= 
EC 
E 通 带 截止 频率 o 

OF 4 

1 L 1 | 1 1 1 1 1 
0 Olr 027 03T 04x 0.5x 0.67 0.71 0.87 0.97 т 
角 频 率 
b) 





图 7.12 通 带 函 数 (e) 
b) (P41) 个 极 值 将 用 于 设计 非 均 匀 采 样 的 滤波 右 

















% Chebyshev filter design using nonuniform samples 
N= 37; % Filter length 
wp = 0.4*pi; % Passband edge 
ws = 0.5*рі; $ Stopband edge 
k= 15; $ Ripple ratio delta_p/delta_s 


Nextrema = (N-1)/2; $ Number of extrema = P+S 
P= (wp/ (wp+ (pi-ws)))*Nextrema; $ Passband alternations 
5 = ((pi-ws) / (wo+ (pi-ws)))*Nextrema; $ Stopband alternations 


delta_p = sqrt (к) *10^ (-0.1162* (ws-wp) * (N-1)-0.65); 
delta_s =delta_p/k; 


% Row = Acos (aw+b) +В 

b=pi; 

$A=0.5(aTo(rip)+1) where rip = (1+delta_s) /delta_p 
rip = (1l+delta_s)/delta_p; 

temp = cos (acos (rip) /P) ; $ Tp(x) = cos (P acos(x)) 

A= (temp+1) /2; 

B=A-1; 

а = acos((B-1)/A) /wp; 


w= [0:0.01:pi]; 

Xpw = A*cos (a*wtb) +B; 

Row = 1- delta p * cos(P*acos(Xpw)); 

subplot(2,1,1); plot(w, Xpw, 'LineWidth', 1.4); axis([0pi-11.5]); 
xlabel ({' Radian Frequency';'(a)')); ylabel('Amplitude'); 

text (2, 0.85, 'Xp(w)'); 

set(gca,'XLim',[0pi],'XTick',[0:pi/10:pi]); 
set(gca,'XTickLabel',('0','0.1p','0.2p','0.3p','0.4p', '0.5р','0.6р','0.7р', 
'0.8p','0.9p','p'J,'FontName', 'Symbol'); 

subplot(2,1,2); plot(w, Row, 'LineWidth', 1.4); axis([0pi -0.2 1.21); 
xlabel(('Radian Frequency';'(b)')); ylabel('Filter Response’); 

text(2, 0.85, 'Rp(w)'); 

set(gca,'XLim',[0 pi],'XTick',[0:pi/10:pi]); 
setí(gca,'XTickLabel',f'0*,:'0.1p',*0.2p*,*^0.3p*,*0.4p*,*0.5p*,'0.60*',7?0.7p^*, 
'0.8p'/,'0.9p','p'),'FontName','Symbol'); 

pass — wp/pi*length(w); 

Reduced — Rpw(1:pass); 


[wmax,imax,wmin,imin] = extrema (Reduced); 
text (w(imax), Rpw(imax), '*', 'FontSize', 20); 
text(w(imin), Rpw(imin), '*', 'FontSize', 20); 


text(0.5, 0.2, 'Passband edge \rightarrow’); 


function [wmax, imax,wmin,imin] = extrema (х) 

EXTREMA Gets the extrema points fromfilter response 

[XMAX,IMAX,XMIN,IMIN] — EXTREMA(W) returns maxima, index, minima, 
index 


де oe ас 


de 


XMAX - maxima points 
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% IMAX - indice of the XMAX 

% XMIN - minima points 

% IMIN - indice of the XMIN 

wmax = []; imax = []; wmin = [1; imin = []; 


9. 


% Vector input? 
Nt =numel (x); 
if Nt ~= length (х) 
error(’Entry must ре a vector.') 
end 


€ Not-a-Number? 

inan = find(isnan(x)); 

indx = 1:Nt; 

if ~isempty (inan) 
indx(inan) = []; 


x(inan) = []; 
Nt = length (х); 
end 


$ Difference between subsequent elements 
dx = diff (х); 


% Flat peaks? Put the middle element: 

a = find(dx~=0); % Indice where x changes 

lm = find (di ff (a)~=1) +1; % Indice where a do not changes 
d-—a(lm)-a(1m-1); % Number of elements in the flat peak 
a(lm) =а(1ш) -floor(d/2); $ Save middle elements 
a(end+1) = Nt; 


$ Peaks? 

xa = x(a) ; $ 

b= (diff (ха) > 0); % 1 => positive slopes (minima begin) 
% 0 => negative slopes (maxima begin) 

xb = diff b); % -1 => maxima indice (but one) 

% +1 => minima indice (but one) 

imax = find (xb == -1) + 1; $ maxima indice 

imin = find (xb == +1) + 1; $ minima indice 

imax — a(imax); 

imin=a(imin); 


nmaxi = length(imax) ; 
nmini = length(imin) ; 


% Maximum or minumim on a flat peak at the ends? 
if (nmaxi==0) && (nmini==0) 
if x(1) > x(Nt) 
wmax — x(1); 
imax — indx(1); 
wmin — x(Nt); 
imin — indx(Nt); 
elseif x(1) « x(Nt) 
wmax — x(Nt); 
imax — indx(Nt); 
wmin — x(1); 
imin — indx(1); 
end 
return 
end 


% Maximum or minumim at the ends? 
if (nmaxi==0} 
imax(1:2) = [1 Nt]; 
elseif (nmini==0) 
imin(1:2) = [1 Nt]; 
else 
if imax(1) < imin(1) 
imin(2:nmini-1) = imin; 
imin(1) = 1; 
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else 
imax (2:nmaxi+1) = imax; 
imax(1}) = 1: 

end 

if imax(end) > imin(end) 
imin(end+1} = Nt; 

else 
imax(end+1) = Nt; 

end 


end 

wmax = x(imax); 

wmin — x(imin); 

% Not-a-Number? 

if -isempty (inan) 
imax = indx(imax); 


imin = indx(imin); 
end 








7.6 小 结 


本 章 定 义 并 讨论 了 非 均匀 DFT (NDFT) ， 包 括 其 性 质 。 现 在 我 们 已 经 强调 了 
DFT/FFT 的 各 个 方面 ， 在 本 书 最 后 一 章 〈 即 第 8 95), ， 我 们 将 把 重点 放 在 各 类 应 
用 上 。 





7.7 “习题 





7.1 МОЕТ 的 一 个 好 处 就 是 可 以 对 信号 的 频率 进行 准确 检测 ， 然 而 一 般 来 说 ， 
相应 的 变换 不 是 正 交 的 ， 必 须 认 真 考 虑 反 变 换 的 问题 。 和 矩形 结构 可 以 帮助 解决 这 个 
问题 ， 但 是 采样 间隔 必须 足够 大 ， 从 而 得 到 相应 的 逆 矩 阵 。 已 知 一 个 包含 256 个 样 
本 点 的 声音 数据 输入 ， 并 且 采 样 速率 为 8kbit/s。 推 导 非 均匀 反 变 换 的 最 小 采样 
间隔 。 

7.2 设计 一 个 MATLAB 程序 ， 对 于 “Windows XP Shutdown. wav” 数据 进 行 一 
维 NDFT， 并 将 其 与 均匀 DFT 进行 对 比 。 夯 出 原始 信号 和 变换 后 的 结果 。 参 考 程 序 
代码 如 下 : 

% One-dimensional NDFT test 
x=1 : 256; 
fid = £open ('Sound.wav' , 'rb’); 


data = fread (fid, 256) '; 

subplot (311); plot(x, data) 
fsd=0: 255; 

Xfd=dftld(data, 256); 

subplot (312); plot (х, abs (Xfd)) 




















fs = (0: 255)/255; 

Еѕ1 = [[0:0.5:40] [41:1:174] [175:2:255]]; 
Xf —ndftid(data, 256, fs1); 

subplot(313); plot (x, abs(Xf)) 
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7.3 分 析 并 比较 下 列 МОЕТ 的 快速 算法 : VES TIO 和 Goertzel 算 
me 

7.4 ”快速 反 变 换 是 基于 插值 问题 的 。 分 析 和 比较 拉 格 朗 日 插值 算法 ”I 和 
牛顿 迭代 算法 11， 

7.5 55—15 MATLAB 程序 ， 实 现 采 样 结构 为 沿 着 列 方向 平行 线 上 非 均 匀 网 格 
的 二 维 NDFT。 

7.6 在 考虑 到 人 类 感 兴趣 区 域 的 前 提 下 ， 如 边缘 信息 在 空域 及 其 对 应 的 频 域 
分 量 ， 推 导 二 维 图 像 数 据 的 非 均 匀 采 样 结 构 。 

7.7 ”基于 非 均 匀 频 率 采样 ,设计 一 个 高 通 滤 波 器 。 

7.8 使 用 二 维 NDFT 设计 一 个 图 像 压 缩 算法 ,强调 重要 区 域 或 分 量 ， 去 掉 不 
重要 的 分 量 。 

7.9 (a) 从 式 (7.33a) 推导 到 式 (7.37); (b) Mat (7.33b) 推导 到 式 
(7.38), 











第 8 章 应 М 


本 章 主要 介绍 FFTVIFFT 在 多 种 不 同 领域 内 的 应 用 。 考 虑 到 应 用 的 广泛 性 ， 主 
要 以 概念 的 形式 进行 相应 的 描述 ， 具 体 的 内 容 请 读者 参看 参考 文献 ， 以 进一步 了 解 
相关 理论 背景 、 示 例 、 局 限 性 等 问题 。 总 体 来 说 ， 本 章 的 目标 是 让 读者 感受 到 ， 
DFT 在 一 般 信号 /图 像 处 理 领域 的 应 用 是 无 止境 的 。 


8.1 频 域 下 采样 











假设 一 个 信号 带宽 已 知 ， 信 号 的 采样 频率 至 少 应 为 信号 最 高 频率 的 2 PG, ARE 
斯 特 (Nyquist) 采样 率 需 为 带宽 的 2 倍 。 当 带 限 信号 的 采样 速率 低 于 奈奈 斯 特 采 
Ма IET SIRE 

以 低 于 奈 奎 斯 特 速率 的 采样 率 对 连续 信号 进行 采样 ， 将 会 在 基 波 频谱 上 高 于 或 
低 于 采样 率 一 半 的 地 方 产生 能 量 混 秋 。 

对 于 样本 点 进行 下 采样 也 是 如 此 。 因 此 ， 当 使 用 二 中 取 一 的 采样 速率 进行 下 采 
样 时 会 发 生 混合， 而 这 样 的 混合 可 以 通过 预先 对 信号 进行 低 通 滤波 (下 采样 滤波 ) 
加 以 避免 。 通 过 低 通 滤波 ， 只 保留 小 于 带宽 一 半 的 信号 (LE 8.1)。 为 了 实现 精 
确 下 采样 ， 应 当 保留 这 一 过 程 (ne 。 

考虑 下 采样 因子 为 2 的 情况 。 一 个 N 点 序列 (假设 N=2', 1 为 整数 ) 可 以 分 
解 为 两 个 N/2 点 的 序列 〈 一 个 由 偶数 样本 点 x(2n) 组 成 ,， 男 一 个 由 奇数 样本 点 
x(2n+1) 组 成 ) ( 见 图 8.2) 。 根 据 本 书 第 2 章 式 (2. la): 


N-1 
X'(k) = X a(n) WẸ k =0,1,--,N-1 
n=0 
























































有 


N 
5-1 


x(k) = У, [sow + x(2n £1) wg | 
n=0 


N 
2-1 


= Y ow + x(2n + 1) WY | (8.1) 
AP, WT = WW%,。 将 2 个 半 DET 块 对 应 位 置 系数 相 加 ， 可 得 到 数据 域内 的 下 采样 ; 
X qos X! (1 + х) 


N 
5-1 


= > |(х(2л)ўў + 2(2n + DWIW) + (x(n) WYP +х(2л + 1) WE?) | 
п=0 = = 一 Е 
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N 
Z4 


> |: (2n) Wy + х(2п + Т) А + x(20) Wy: - x(2n 十 1) WX Wh | 


N 
2-1 


= 2 之 *(27) үү 
N 
= 2 х > А DFT[ x(2n) ] (8.2) 
u N nN n( X) s: 
RP, k=0, 1, e, сша; = WX D =1; W2--1, 
下 采样 
x(n) 抽取 滤波 器 3(2n) 
抽取 信号 
每 隔 一 个 样 
本 删除 一 个 





图 8.1 下 采样 器 一 一 数据 /时 间 域 下 采样 


E NH x(n) 5 (п) ХК) рє x (In) 
IDFT IDFT 


7 L [yr Хер) +++ +Х'(Ш+Ю],К=0 ‚1, 








a) b) 


图 8.2 时间 域 下 采样 和 DFT 域 下 采样 
(参考 文献 [F11] © 1999 IEEE) 
a) 时 间 域 下 采样 (“ 上 7 ”表示 以 7 为 因子 进行 下 采样 ) b) DFT 域 下 采样 














E, МУН N S Ix DIN, 对 NN 点 IDFT 以 7 为 因子 进行 下 采样 ， 相 当 


于 了 个 包含 DD 个 系数 的 DET 块 与 一 个 D 点 IDET 相 加 。 
邻 x(n) 为 输入 序列 ，x(n7) 为 以 1 为 因子 下 采样 的 序列 ， 根 据 式 (2. 1b): 


N-1 
x(n) = У X" (k) Wy" n=0,1,---,N-1 
k=0 


x(nI) 


LX [Fax X' QD + k) |W" 


l- 
роет x0 +) | peste їйї d) 


[018.1] $ N28, 了 =4,，7=2， 给 定 一 个 随机 向 量 x 为 (1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8)" (8.3), WEE x 的 DFT 为 
X =X, +X, 
其 中 
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X = (36, -4, -4, -4, -4, -4, -4, -4)" 
X, = (0,9. 657 ,4,1. 657,0, –1. 657, -4, -9. 657)" 
Х(о) 
1 











bod 2n 
对 连续 域 和 离散 域 傅 里 叶 变换 的 分 析 比 较 


N 点 DFT 系数 
X(0) X(1) XQ) X3) X4) X'(3) Xx'Q) (1) ”假设 x(n) 为 实 
QN 


Re |-e——e——e——e-i Re 





| | 


Z x 
X(0)+X(4) / \ 区 (CD+X Gyr IDFT 为 实 
X(1)+X (3) ReGXQ)) 
U (W DRIDET)« t 
l-o——e——o——o-] 
图 8.3 142: 1 为 采样 因子 在 DFT 域 进 行 下 采样 (车 对 系数 应 用 点 IDFT， 将 产生 插 零 ) 
DFT 向 量 六 被 分 成 两 个 块 、 四 个 样本 ,将 两 个 相应 块 内 的 两 个 样本 进行 相 
An, Bp 

















хе = [AJ(X, X) = (06, 74, -4, 24)! +j(0,4,0, -4)" 


其 中 
10001000 
01000100 
[A] = (8. 4) 
00100010 
00010001 


因此 ， 以 2 为 因子 下 采样 后 的 数据 为 
xu =D Ñ ЕТО) = (1,3,5,7)' 
然而 ， 这 实际 上 并 不 是 二 分 抽取 法 。 我 们 需要 对 输入 x(n) 进行 下 采样 滤波 ， 
输入 的 所 有 样本 均 发 生变 化 。 我 们 每 隔 一 个 样本 保留 一 个 ， 或 者 每 隔 一 个 样本 删除 
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。 因 此 应 在 式 (8.1) ~ (8.4) 中 描述 的 算法 之 前 增加 一 个 下 采样 滤波 器 ， 如 
Ет ( 见 参考 文献 [D37] 第 220 H), 


8.1.1 频 域 上 采样 (FHA) 


类 似 地 ， 在 数据 域 以 1 为 因子 的 上 采样 (FHA) 也 可 以 通过 在 频 域 填充 DFT 
Ж (1-1) W (W 8.4) 97, 








对 于 以 2 为 因子 的 上 采样 ， 令 X" (99 x(n) BY DFT, n 20, 1, =, 村 -1。 
因此 有 
rf N) ye -0.1 N- 
X е) ех (k) k=0,1, 5 1 (8.5) 
则 
x,(2m) =x(n) A IDFT[ X ( &) ] тп 20,1, 2-1 (8. 6a) 
s Qn +1) =a [n +> J-0 m,n=0,1, ad (8. 6b) 








XF(k) x (п) um)  XFF(k) xu (m) 
DK NR 
IDET O> 预 处 理 IDFT 


ХМХН) ++ 
=X F(AtN-NID=X KK) 
4-0, 1,7, NI 
a) b) 
图 8.4 数据 域 和 DFT 域 上 采样 
a) 数据 域 上 采样 (“17 ”表示 以 7 为 因子 进行 上 采样 ) b) DFT 域 上 采样 
【 例 8.2】 设 一 个 随机 向 量 x 为 (1, 2, 3, 4) H1 22, WD=4, N=8, xfj 
DFT 为 

















样本 点 之 间 播 入 零 


Xu(m) 
x(n) —(t2) 插值 滤波 器 插值 信号 


上 采样 
图 8.5 内 插 器 一 一 数据 /时 间 域 内 插 
X -X sj X, 


j 
+ 


X =(10,-2,-2,-2)' 
X; 2 (0,2,0, -2)' 
将 DFT 向 量 X" 以 重复 自身 的 方式 进行 扩展 ， 直 至 扩展 后 长 度 为 N= D< 1, W 
扩展 后 的 DFT 序列 为 
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X; -[A]' (X, +jX,) 
=(10, -2, -2,-2,10, -2, -2, -2) +j(0,2,0, -2,0,2,0, -2) 
式 中 ，[4] 由 式 (8.4) 定义 。 因 此 ， 以 2 为 因子 的 上 采样 数据 为 
x, =N A IDFT(X;) = (1,0,2,0,3,0,4,0)* 
VA 1:2 内 插 为 例 ， 在 输入 序列 x(z) 的 样本 点 之 间 插 入 零 ， 如 例 S. 2 Aras, jË 
对 所 有 采样 点 应 用 插值 滤波 器 〈 见 图 8.5) ， 则 x(z) 中 的 样本 保持 不 变 ， 仅 采样 点 
间 的 零 值 发 生 了 变化 〈 见 参考 文献 [D37] 第 220 页 )。 


8.2 DERRE CU 


WT FATE IEE PS Ж ЖЖ (Iterated Function System, IFS) 图 像 编码 |， 
可 以 通过 对 快速 循环 卷 积 使 用 FFT 来 加 快速 度 。 

编码 的 图 像 被 分 成 一 系列 图 像 块 ， 在 分 形 编码 术语 中 称 为 值 域 (range) 块 。 对 
每 一 个 值 域 块 ， 寻 找 图 像 中 另 一 个 定义 域 (domain) 块 ， 使 其 经 过 缩放 与 某 种 可 以 
调整 亮度 的 仿 射 变换 后 能 很 好 地 匹配 该 值 域 块 。 这 些 表示 每 一 个 值 域 块 与 对 应 定义 域 
块 及 亮度 仿 射 变换 的 一 系列 参数 连同 划分 方式 ， 一 起 称 为 分 形 码 (fractal code) o 

上 述 编码 步骤 的 主要 目的 在 于 为 每 个 值 域 块 寻找 一 个 人 码 本 块 ， 并 调整 仿 射 变换 
使 得 两 者 LD’ -误差 ( 欧 氏 距离 ) 最 小 。 因 此 每 一 对 值 域 块 和 码 本 块 都 需要 一 系列 
复杂 的 最 小 均 方 误差 优化 运算 步骤 来 为 其 选择 最 优 仿 射 变换 和 对 应 的 匹配 误差 。 

给 定 一 个 需要 编码 的 图 像 ， 标 记 为 [1 e RY "或 (N x N) EREL]. Hh, NON 
2 的 整数 次 突 。 图 像 被 分 为 互相 不 重合 的 值 域 块 [ e ], r=0, 1，…， N. -1。 ФЕ 
义 域 块 [h] 大 小 为 (N/2 x N/2)， 来 表示 经 放 缩 后 的 图 像 [ 趾 ， 即 


2тү+1 2ту+1 








h(m,,m,) ay > (n,n) ТРУ 
4 ny =2myny =2my 2 
每 一 个 值 域 块 [g,] 用 下 式 近似 : 
[g,]=s,T,([h]) +o, rz0,1,,N, -1 (8.7) 


AP, s. о, 分 别称 为 缩放 因子 (scaling factor) 和 偏 移 量 (offset); T, 为 等 距 变 
换 ， 其 作用 是 移动 下 采样 定义 域 块 [如 内 的 像素 。 等 距 变 换 包含 对 定义 域 块 [大 ] 的 
循环 移 位 和 反 转 操作 。 因 此 码 本 块 [ co] 是 由 [1 生成 的 ,1=0，1，…，N. -1。 接 
着 每 一 个 值 域 块 [g, ] 由 一 个 码 本 块 的 仿 射 变换 近似 得 出 。 有 : 
[ge]=y[o]+o r=0,1,.,N,-1 (8.8) 
为 得 到 最 优 码 本 块 ， 一 个 值 域 块 需 与 所 有 码 本 块 相 匹配 ， 并 选择 最 小 匹配 误差 
对 应 的 码 本 块 作为 匹配 快 。 
对 于 给 定 的 值 域 块 ， 其 对 应 的 码 本 块 包 括 所 有 与 该 值 域 块 具有 相同 大 小 和 形状 
的 图 像 块 〈 经 缩放 后 的 [ 户 ] ) 。 注 意 ， 值 域 块 可 为 任意 形状 如 多 边 形 。 若 使 用 任意 
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但 具有 一 定 扫描 方式 的 步骤 ， 则 值 域 块 与 码 本 块 可 转化 为 一 系列 向 量 ， 表 示 为 
R, Dis INS Dh x, 

并 重新 称 之 为 “ 块 "。 由 于 码 本 块 允许 越过 图 像 边界 ， 因 此 对 于 给 定 的 值 域 块 ， 其 
对 应 码 本 块 数量 为 VV/4。 为 简化 分 析 ， 该 方法 未 考虑 对 缩放 图 像 进行 的 等 距 变 换 
(进行 т/2 整数 倍 角度 的 旋转 与 反 转 ) 。 为 更 好 的 可 读 性 ， 我 们 用 D AEDS, mo 1А 
域 块 向 量 R 和 码 本 块 向 量 D 的 失真 函数 ， 是 一 个 关于 亮度 仿 射 变换 参数 s. o 的 二 
次 函数 ， 即 
dy x(s,0) = ||R-(sD+ol) |5 

-«D,D»s +2<D,1>so+no -2<R,D>s-2<D,1>0+ <R,R> 

(8.9) 

在 感 兴 趣 像素 区 域 ， 具 有 单位 亮度 值 的 常数 块 转化 为 向 量 1。 符 号 〈,) 表 示 n 维 癌 量 
空间 中 的 内 积 ，n 为 值 域 块 的 像素 个 数 。 当 RR 和 D ИЛЕН], (А, D) =R'D。 

图 8. 6 给 出 了 算法 中 用 基于 FFT 的 方法 计算 (D, 1), (D, D)ffR (D, R> BJ 
部 分 。 内 积 《D，1》〉 利 用 缩放 图 像 与 一 个 所 有 亮度 值 都 为 1 的 “区 域 ”( 称 为 区 
域 形 变 和 矩阵 range shape matrix) 的 互相 关 计 算得 出 。 (D, D) 二 次 方 和 可 用 相同 
的 方式 利用 区 域 形 变 和 矩阵 计算 得 出 ， 其 中 缩放 图 像 的 所 有 亮度 值 在 计算 互相 关 前 都 
经 过 了 二 次 方 运算 。 

该 方法 在 对 大 量 非 规则 形状 值 域 块 进行 自 适应 图 像 分 割 及 寻找 分 形 码 的 情形 下 
有 具 有 很 好 的 应 用 前 景 。 由 于 可 以 对 值 域 块 以 外 的 像素 进行 零 填充 ， 因 此 基于 КЕТ 
的 方法 能 够 很 好 地 处 理 非 规则 形状 值 域 块 的 情况 。 当 值 域 块 有 不 同 的 形状 时 ， 不 能 
使 用 图 8.6 所 示 的 方法 计算 (D, 1) Wl (D, Бу 。 这 是 由 于 该 方法 是 用 来 均匀 分 
割 的 情况 的 。 该 方法 可 以 提高 运行 速度 。 

【 例 8.3】 二 维 循环 相关 记 作 文 ， 下 面 给 出 当 NV =3 时 的 例子 。 














UG dec OR) = Y YA Бк ~ my) modN, (s — n.) mod) 

(8.10) 

FA, (0,0) A,(0,1) A,(0,2) ] Th,(0,0) A,(0,1) A, (0,2) 

seh Oz ГЫЛУУ ALD. БП ЛУ tro ZQ ay KO 

| (2,0) on aa in kan T 

的 各 元 素 之 和 

FA,(0,0) h,(0,1) A,(0,2)] [h,(0,2) A,(0,0) h,(0,1) 

th (0,1) =| AOLO) AG.) 0:2) |е 5 (12). CL). AU, 

|h (2,0) A,(2,1) wai} Апа kam к, 
的 各 元 素 之 和 
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各 元 素 二 维 FFT 
进行 了 二 次 方 


NON 
l2 [5] 


1 
零 填充 二 维 FFT 和 
и 
[1] 


区 域 形变 





区 域 & 二 维 IFFT 
图 像 [7] 矩阵 








ea = 














[А] 
N 
(Pi) 
R 
0 
区 域 形 状 可 随 
意 ,如 多 边 形 [g] 
零 填 充 和 矩阵 


图 8.6 基于 FFT 技术 计算 内 积 (D,D),，《D,1),，《D,R) 的 流程 图 
(“。” 代 表 两 个 复 傅 里 叶 系 数 矩 阵 的 哈达 玛 乘积 ; 这 里 值 域 块 不 一 定 是 正方 形 的 ) 
(参考 文献 [FR6] (也 可 参考 [FR3]) © 2000 Elsvier) 
[h (0,0) А(0,1) 4,(0,2)] [h, (0,1) A,(0,2) h (0,0) 
(h kh,)(0,2)=|h (1,0) Ah (1,1) Һ(1,2) h (1,1) h,(1,2) А(1,0) 
|h (2,0) h (2,1) hi(2,2) | [h (2,1) h (2,2) h,(2,0) 
的 各 元 素 之 和 
[h (0,0) A,(0,1) 4,(0,2)] [h (2,0) h,(2,1) A,(2,2) 
(h,*h,)(1,0) =| h (1,0) №,(1,1) Һ(1,2) |» h (0,0) h,(0,1) h,(0,2) 
|һ(2,0) h (2,1) A (2,2) | [h (1,0) h (1,11) 441,2) 
的 各 元 素 之 和 








o 
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为 了 得 到 结果 和 矩阵 的 元 素 , 需 首 先 对 矩阵 [h, | 的 元 素 进 行 水 平和 垂直 循环 移 
位 ， 其 次 对 两 个 矩阵 应 用 哈达 玛 乘积 ， 最 后 将 所 有 元 素 相 加 。 哈 达 玛 乘积 表示 两 个 
和 矩阵 对 应 位 置 的 元 素 相 乘 。 
1500,0) №(0,1) (0,2) | 
1 让 (10) (1,1) (1,2)! 
| h, (2,0) M. $02) 


B 

















(hik h,) (0,0) 


h,(0,0) h,(0,1) h,(0,2) A4,(0,0)] h,(0,1) (0,2) 
h,(1,0) h,(1,1) h,0(1,2) &,(1,0)) h,(1,1) Һ(1,2) 
h,(2,0) h,(2,1) h,(2,2) h,(2,0) h,(2,1) А,(2,2) 

( 

( 

( 





h,(0,0) A, (0,1) [h,(0,2) 1,0,0) A,(0,1) (0,2) 
hy(1,0) US (1,1). 151,2) 1А, (1,0) (1,1) (1,2)! 
| | 


| 
h,(2,0) 1h, (2,1) 1h,(2,2) 15,(2,0) A, (2,1) A, (2,2) 





(hok hs) (0,1) 
(hik h,) (0,2) 


[508.4] 计算 [六 FICA, ] 的 二 维 循环 相关 。 


(h *h,)(0,0) 5x1 »3x2*1 x3 +0 x4 =14 
(h *h,)(0,1) =5 x24+3x14+1x4+0x3=17 
(h kh,)(1,0)=5x3+3x4+1x1+0x2=28 
(h *h,) (1,1) 25 x443x34+1x2+0x1 =31 
14 "i 


[h] [45] = AE IDFT([H,]* » L5) bs : 
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Ae, [H] ACh, ] 的 二 维 DFT;“。” 为 式 (8.11) 定义 的 哈达 玛 乘积 。 
FFT 应 用 (用 FFT 实现 互相 关 ): 
ар а, ` Gy b, bo c by 
[A] А [B] = а G> ауу А b, Bay boy spa] (8.11) 
ам ар `U Any ba bm c bw 


式 中 ,“。” 表 示 哈 达 玛 乘积 ，[4] 和 [8 对 应 元 素 相 乘 得 到 [ C]. 


8.3 纯 相 位 相关 


两 幅 对 齐 的 纯 相 位 图 像 的 相关 可 用 于 图 像 配 准 "| 。 


4 x(n, nj) RBS 





y(n, ,nj) -x(n, *m,,n,*m;) n,n, 0,1,--,N -1 


-(N- e A 1 














由 式 (5.12) 给 出 的 傅 里 叶 移 位 性 质 , 式 (8.12) 的 DFT 为 
Y” (k, sk) on OW; TER усто 
纯 相 位 图 像 的 互 功率 谱 定 义 为 


Zh) = 


poc 


2" (k, 


poc 


在 空间 域 上 式 等 价 为 


Z poc ( n, ,n, ) 


Wk, TE (m, m) 点 可 获得 一 个 0 和 zx。 (nj, nj) «I 范围 


示 纯 相位 相关 ) o 8.74 


x(m ,n;) 





X (kipka) Y". (sues) 
LX" (E, ,k, ) Y" (Е, , kb, ) | 
X OR On We" 
LX (k, ,k, ) X (E, , k, Won when | 
ES (E, ,k, ) X" (k, , b, Ww?" 

IX" (E, ,k,) X (E, ,k) | 
-emp| -jp cul 





kik, 20,1, N -1 





sky) = 





=8(n, —-m,;,n, -m;) n,n, 20,1,--,N-1 





全 出 了 流程 图 。 


F, 
ama CO tor ena 


y(n, m) 









POC 





YF(ky ka) 





图 8.7 纯 相 位 相关 (Phase Only Correlation, POC) 的 实现 流程 图 


Z poc Ut, 712) 
二 维 IDFT — н 


EHR, y(n „п, ) Kan x(n, ,no ) Р (m, ,m, ) 后 的 图 像 ， 则 有 : 


(8.12) 


(8.13) 


(8.14) 


(8.15) 


(8.16) 


的 脉冲 ( FER рос Ж 
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相对 于 原 图 像 平移 (m, m) 和 (m, -N, m, - N) 的 两 幅 图 像 可 在 相同 位 
置 获得 一 个 峰值 ， 只 是 两 者 峰值 不 同 ， 如 图 8. 8h. 1 所 示 。 因 此 ， 除 原点 外 的 每 一 
点 都 表示 两 个 图 像 经 过 了 相反 方向 的 平移 。 


“ae 












— 0.499 7E (50,50) 
— 0.217 {Е (100, 100) 


图 8.8 图 像 移 位 及 相位 相关 函数 





a) 原始 图 像 b) 图 像 (左上 ) 移 位 (50, 50) с) 图 像 移 位 (100, 100) 
d) 图 像 移 位 (140, 140) e) 图 像 移 位 ( -100，-100) f) (50, 50) 的 相位 相关 函数 
g) (100, 100) 的 相位 相关 函数 h) (140, 140) 的 相位 相关 函数 i) (-100, -100) 的 相位 相关 函数 
注 : 平面 (љу, n.) 的 原点 (0, 0) 绕 平 面 的 中 心 移 位 的 相位 相关 函数 如 图 f~i 所 示 。 这 里 所 有 图 像 
的 大 小 都 为 240 x240。 与 初始 图 像 相反 方向 移 位 (140, 140) 和 (—100, -100) 的 两 幅 图 像 进行 配 
准 得 到 了 图 h 和 图 i 所 示 相 同 的 结果 。 其 根据 ( -100，-100) 的 峰值 实际 坐标 ， 此 时 N=240, 140-N= 
-100 (原文 此 处 将 140 -N= – 100 错 印 为 140 -N=100。 一 一 译 者 注 ) 。 
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傅 里 叶 相 位 相关 方法 对 于 失真 有 较 好 的 鲁 棒 性 。 仅 少数 情况 需要 原始 图 像 即 能 
获得 较 好 的 配 准 结果 "| 。 

对 于 图 像 匹 配 ， 相 位 相关 方法 对 于 图 像 移 位 平移， 图像 误 挡 和 亮度 变化 具有 
不 变性 ， 且 对 噪声 具有 和 鲁 棒 性 。 




















sk (8.13) 暗示 了 一 种 简单 的 可 以 分 离 exp | -pr эт кы ELS 即 
F COR A) _ „ kim, +k,m, 
2 о СЕ) Y (kh, ky) = exp -pr | (8. 17) 


在 空间 域 ， 上 式 等 同 于 式 (8. 16)。 然 而 ,该 方法 稳定 性 不 及 常规 方法 ， 这 是 由 于 
щу AFE, X/Y 值 会 无 限 增 大 。 而 对 于 常规 方法 ,分 子 和 分 母 具有 相同 的 
幅度 
纯 相位 相关 的 应 用 包括 : 指纹 匹配 ， 波 形 匹配 ， 利 用 基于 相位 的 图 像 匹配 
进行 虹膜 识别 ， 人 脸 识别 ， 指 纹 识 别 ， 存 档 电 影 镜 头 的 突变 检测 与 渐变 检测 " ”7 。 


8.4 利用 DFT/FFT 实现 图 像 的 旋转 和 平移 








该 方法 是 由 Cox 和 Tong НЙ 10, 58 chirpZ 变换 算法 的 一 类 应 用 〈 见 本 
书 3. 14 节 )。 给 定 一 个 NxN 网 格 上 的 图 像 。 x(n,nj), КУЛАН Е 7 
0 与 平移 任意 坐标 (mi m, ) 后 的 x(m ,n,)。 

首先 ， 计 算 x(n, n, ) 的 二 维 FFT， 即 


N-1 N-1 


X (kk) = 之 Dm om) We ky ky -0,0,,N -1 (5.3a) 





x(n,,nj) = Li 3r. k) Wyre qon 20,1,4,N-1 
kı 
(5.3b) 
Ии, W, [= 2 
= exp N 


接 下 来 计算 所 求 输出 网 格 上 的 图 像 x(n n), A: 


zm cos — n,sinÜ + m, ,n,sinOÓ + n,cos0 + m,) 
- 223 Ух (ki ,k ЕС m, +k m) Jew [E Tk n +k n) соз] 


x exp| an, - kın, ) 10] (8.18) 
为 计算 式 (8.18), ， 需 要 计算 下 列 求 和 式 : 


g(ni,n,;e,B) = 2, 2, C Cki „k, exp (jal (kin + Кп, )а + (k,n, - kn;)B]) 


(8.19) 
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式 中 ， a Ap ERE a = — g- 0). нж, 





Е Е Ј 
C Gs) EX Gs shy exp |P (bumi + ym) | (8.20) 
IN (8.19) 的 一 维 模拟 如 下 : 
h(n;a) = Y Hk) exp mno) (8.21) 
上 式 可 利用 chirp Z 变换 算法 计算 ， 通 过 做 如 下 的 扩张 : 
2kn =k +n? - (k - n)? (8. 22) 


则 


h(n;a) = exp( jmn'a) > | H'(k) exp(jak’a) | exp - jm(k – n)°a ] 


= exp(jméa) У H (k) VG - b) 
= exp(jan2a) | E (k)  V(k) | (8.23) 


жр, H'(k) -H'(k)exp (jak’a); V(k) = ехр( -jia)。 该 扩张 可 以 看 成 是 一 个 
乘积 、 一 个 卷 积 和 另 一 个 乘积 〈 见 图 8.9)。 该 卷 积 可 以 利用 两 个 FFT 和 一 个 IFFT 
快速 计算 得 出 〈 见 图 5.4) 。 


Ok H¥(k)*V (k) (x) 
H*(k) HF(k) x(n; a) 


exp(jak7a ) ехр(јли2а ) 
图 8.9 式 (8.23) 中 描述 的 chirp – 2 算法 的 流程 图 ， 
它 同时 为 式 (8.19) 的 一 维 模拟 
用 类 似 的 方法 可 以 快速 计算 式 (8. 19) ， 需 要 的 整数 扩张 为 
2(k,n, +k,n,) =l +n – 0 –-п2 – (Е, - п)? + (k, + n,)° (8.24a) 


2(k,n, —kin,) =2k,k, —2n n, -2(k, —n,) (k, + n,) (8.24b) 
利用 以 上 两 式 ， 则 式 (8.19) 可 以 表示 为 
gnum) = Z* (n,n EX [C (hy hy) ZC, sky) |Z" (E, — n,k, +n) 
(8.25) 


AP, Z(n n) =exp (јт[ (пт – п) а + 2п1п,8]); G' (RE, ) HI (8.20) E X 
“а Н. КАЖЫ Y W Pe ed ASTA, np З 个 二 维 FFT 实现 
(LES 8.10). 3X (8.25) 中 的 矩阵 1Z(mP ni) DEL Z(n, n) | WRB. 2 (8.25) 
的 另 一 种 推导 方法 见习 题 8.6 ( 见 图 8.11). 

这 种 方法 仅 能 对 图 像 进行 90* 、180° 、270° 的 旋转 ( 见 图 8.11b ~d), 将 其 扩 
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(GF (ky, k3)Z (ki, k 3] * Z*(ky, k3)] 
GF (k4,k;) gn, nza, В) 





Z (ki, ko) Z “(п\,п)) 


8.10 ВИЕ PO W0] 
( 卷 积 使 用 3 个 二 维 ЕРТ 实现 。 在 磁 共 振 成 像 (MRI) 中 ， 原 始 数据 来 源 于 传 里 叶 空 间 ) 


展 到 其 他 角度 不 失 为 一 个 可 行 的 研究 方向 。 
































图 8.11 使 用 两 种 方法 旋转 图 像 
a) 原始 图 像 b) 旋转 90° 的 图 像 с) 旋转 270° 的 图 像 
d) 旋转 180° 的 图 像 e) 旋转 30° 的 图 像 f£) 旋转 60° 的 图 像 
iE: 图 b~d 使 用 Cox – Tong l PO 对 图 像 进行 旋转 。 图 e ~f 使 用 MATLAB 命令 imrotate (I，-30， 



































‘bilinear’, ‘crop’ ) 在 空域 对 图 像 进行 旋转 。 
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8.5 帧 内 错误 隐藏 


在 容易 发 生 传输 错误 的 环境 (如 无 线 网 络 ) 中 ， 一 个 宏 块 (MacroBlock, MB) 
(在 视频 压缩 标准 如 MPEG - 1⁄2/4 及 H.26x AJJ 中， 其 大 小 定义 为 16 x 
16)5221 在 传输 中 会 丢失 或 出 现 传输 错误 。 有 一 种 应 对 上 述 问 题 的 方法 称 为 错误 隐 
藏 ， 受 损 的 宏 块 可 以 用 相 邻 的 没有 受 损 的 宏 块 或 其 加 权 所 代替 

图 8. 12 给 出 了 一 个 帧 内 错误 隐藏 的 例子 。 对 于 需要 进行 错误 隐藏 的 (16 х 
16) 宏 块 (用 灰色 填充 )， 其 相 邻 区 域 包括 (3x3) PRR, HE (48 x48) +f 
素 。 对 该 区 域 使 用 二 维 FFT， 并 进行 二 维 低 通 滤波 (LPF) 以 消除 填充 像素 的 不 连 
续 性 。 接 着 对 其 使 用 二 维 IFFT 得 到 输入 像素 的 重建 值 。 由 于 存在 低 通 滤波 ， 因 此 
重建 图 像 与 原 图 像 并 不 完全 相同 。LPF 滤 除 的 频率 分 量 会 影响 相似 的 程度 。 若 被 滤 
除 的 频率 分 量 较 少 ， 则 周围 像素 会 强烈 影响 错误 隐藏 宏 块 ， 反 之 亦 然 。 错 误 宏 块 
s el 而 周围 的 8 个 宏 块 保持 不 变 。 整 个 过 

旦 ， 包 括 二 维 FFT、 二 维 LPF 和 二 维 IFFT 将 会 被 重复 若干 次 。 每 一 次 重复 中 LPF 
PA 根据 周围 像素 的 特性 ，LPF 可 以 设计 成 有 方向 的 以 提 
高 错误 隐藏 的 性 能 。 当 两 个 宏 块 〈 错 误 宏 块 与 错误 隐藏 后 的 宏 块 ) 像素 差异 小 于 
FR UCI ТЛ НН, [ЕЕ ЛЧ ЙЕ 
































要 隐藏 错误 的 
(16x16) # jp a 
— ао (48> p 
$H DFT ur IDFT 
(3х3) 个 宏 块 | 
其 他 8 个 相 邻 宏 块 无 误 错误 隐藏 


(16x16) 宏 块 
图 8.12 ” 帧 内 容 块 的 错误 隐藏 (DFT ЯП ТОЕТ 分 别 利用 FFT ЯП IFFT 实现 ) 


8.6 表面 纹理 分 析 


通过 比较 多 种 离散 正 交 变换 (如 DFT、DCT、 沃 尔 什 变换 、 相 移 不 变 沃 尔 什 变 
换 、BIFORE 及 哈 尔 变换 !s 097). 在 描述 表面 纹理 数据 方面 的 能 力 可 知 ，DFT 和 
DCT 因 其 在 表面 纹理 分 析 中 的 快速 收敛 性 及 两 者 处 理 数 据 和 峰值 脱颖而出 的 能 
推荐 用 于 进行 表面 纹理 分 析 。 详 细 比 较 过 程 见 参考 文献 [J3]. 





8.7 基于 FFT 的 听觉 模型 





存在 两 种 感知 音频 质量 的 客观 评价 方法 : 基本 版 本 与 高 级 版 本 “| 。 前 者 包 


e x 


$83 


应 





含 模型 输出 变量 (Model Output Variable，MOV) ， 它 是 由 基于 FFT 的 听觉 模型 计算 
得 出 的 〈 见 图 8.13) 。 它 使 用 了 11 个 MOV 用 于 预测 基本 感知 音频 质量 ， 并 使 用 了 


一 个 2048 点 FFT。 


高 级 版 本 同时 包含 了 由 基于 滤波 器 库 听 觉 模型 计算 得 出 的 МОУ 和 基本 版 本 中 





的 MOV。 频 谱 自 适应 激励 模式 和 调制 模式 都 是 由 模型 中 基于 滤波 器 库 的 部 分 计算 


得 出 的 。 高 级 版 本 使 用 了 5 个 MOV 用 于 预测 基本 感知 音频 质量 。 


输入 信号 (参考 信号 和 测试 信号 ) 





外 围 听觉 模型 








输入 信号 的 测量 












外 耳 和 中 耳 的 权重 








计算 错误 信号 








归 入 临界 带 ( 或 进入 听觉 滤波 器 带 ) 








| 加 入 内 部 噪声 
























频 域 展开 
| 








时 域 展开 
























激励 模式 









纯 ( 无 污染 ) 
激励 模型 





| 
激励 模式 的 预 处 理 














错误 信号 掩蔽 具体 的 
音量 模式 





激励 模式 


调制 计算 


调频 模式 


图 8.13 外 围 听觉 模型 与 基于 FFT 模型 激励 模式 的 预 处 理 
(参考 文献 [D46] (O 1998 -2001 ITU - R) 
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8.8 图 像 水 印 


用 于 保护 版 权 与 内 容 识 别 的 数字 媒体 的 水 印 ， 是 一 种 广泛 使 用 的 用 于 避免 或 消 
除数 字 盗 版 的 方法 。 它 通过 髋 入 一 个 机 密 或 个 性 的 信息 以 达到 保护 一 个 产品 的 版 权 
和 展示 其 真实 性 的 目的 ( 内容 识别 、 数 据 完整 性 和 防止 算 改 "| ) 。 盗 版 行为 包括 
非法 侵入 、 有 目的 性 的 自 改 和 版 权 侵害 。 同 时 ， 骨 入 水 印 的 图 像 要 能 够 经 受 住 对 该 
图 像 的 多 种 操作 ， 如 滤波 、 拌 动 、 复 印 、 扫 描 、 裁 剪 、 缩 放 、 旋 转 、 平 移 、JPEG 
ЖАЯ 5 ТЕК АК ЕП ТОЗУ Жи Н, ОЕТ 相位 谱 与 幅度 谱 用 于 水 印 隐藏 ( 见 图 
8. 14) 。 在 DFT 幅度 谱 中 能 入 水 印 对 于 初等 变换 ( 如 旋转 、 缩 放 和 平移 ) FA 
ВВЕ о 





48.14 在 图 像 二 维 DFT Н А Ер 
a) 原始 灰 度 图 (512x512) b) 利用 (8х8) FFT RAK EWS HOR 
c) 原 图 像 与 嵌入 水 印 图 像 的 绝对 误差 〈 缩 放 因子 为 64) d) 原 图 像 与 嵌入 水 印 图 像 的 误差 取 对 数 





参考 文献 [E2] 指出 ， 在 实 序列 (如 图 像 ) 的 二 维 DFT HARE Н Л.К ЕПУ 
图 像 筑 改 具 有 和 鲁 棒 性 ， 同 时 对 图 像 对 比 度 调整 也 具有 和 鲁 棒 性 。 而 且 为 破坏 水 印 ， 入 
侵 者 需 引 入 较 大 的 相位 失真 ， 这 同时 会 导致 图 像 质 量 严 重 下 降 。 有 关 在 图 像 相 位 谱 
中 藤 入 水 印 的 详细 介绍 见 参考 文献 [EQ] 。 和 能 入 水 印 的 图 像 没有 明显 的 人 工 处 理 痕 
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迹 ， 而 且 当 采用 ЈРЕС U 编码 器 压缩 图 像 时 ， 水 印 可 以 达到 15: 1 的 压缩 比 。 
将 人 类 视觉 系统 与 水 印 算法 相 结 合 可 以 作为 
一 个 研究 课题 。 而 且 ， 为 了 提高 水 印 探测 能 
可 以 深入 研究 图 像 失 真 对 水 印 的 影响 。 最 新 的 技师 
术 不 需要 原始 图 像 即 可 探测 到 水 印 ™]。 
Ruanaidh 和 Рип 6 DET 与 对 数 - 极 坐 标 映 
射 方法 相 结 合 ， 研 发 了 一 种 在 不 变 域 舱 入 水 印 的 
方法 。 该 方法 对 于 旋转 与 缩放 具有 重 棱 性 。 该 方 
法 是 水 印 不 可 见 性 与 鲁 棒 性 这 对 矛盾 的 折 中 。 图 
8.15 给 出 了 一 种 典型 的 旋转 、 缩 放 与 平移 (Rota- 
tion Scaling and Translation, RST) 不 变性 水 印 方 
案 。 由 于 对 数 - 极 坐标 映射 (Log - Polar Mapping, 图 8.15 一 个 具有 RST 不 变性 水 








LPM) 及 其 逆 过 程 都 为 有 损 过 程 ， 因 此 图 8. 16 给 印 方案 的 流程 图 
出 了 一 种 不 需要 将 图 像 通过 对 数 - 极 坐标 映射 器 (参考 文献 LEA] © 1998 Elsevier) 
的 嵌入 水 印 的 方法 ， 仅 二 维 扩 频 信号 进行 ILPM 7086, жине 





LPM、ILPM 一 对 数 - 极 坐标 映射 及 其 逆 映 射 





CÉ LPM) 。 从 隐秘 图 像 〈 租 入 水 印 的 图 像 ) 中 提 
取水 印 的 方法 如 图 8. 17 所 示 。 


二 维 扩 频 信号 











W | 水印 图 像 | 
8.16 一 种 能 够 避免 将 图 像 映 射 至 RST 图 8.17 从 图 像 中 提取 水 印 的 方法 
不 变 域 的 代 人 水 印 的 方法 (参考 文献 [EA] © 1998 Elsevier) 


(参考 文献 [E4] © 1998 Elsevier) 
8.9 音频 水 印 


在 参考 文献 [E15] F, M 波段 小 波 调 制 与 码 分 多 址 ( Code Division Multiple 
Access, CDMA) 技术 相 结合 产生 了 水 印信 号 (JILE 8.18)。CDMA 技术 取代 典型 
的 扩 频 (Spread Spectrum, SS) 技术 提高 了 和 鲁 棒 性 和 容量 需求 。 为 满足 CDMA 携带 
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言 号 的 正 交 条 件 ， 可 使 用 Gram - Schmidt 正 交 化 方法 Lo 修正 产生 的 伪 噪 声 ( Pseu- 
do Noise, PN) 197] ш, © b e | +1, -1 ， 表 示 一 个 携带 水 印信 息 的 比特 流 。 
CDMA 的 用 法 可 用 下 式 表示 : 









5S,1 帧 = N 个 样本 
水 印 密 钥 一 > 














水 印信 息 
{+1, 1, “1,1, +1, + } 


图 8.18 AKERE ( 当 采 样 率 为 44. 1kHz Н], M =2*) 
(参考 文献 [E15] @ 2002 IEICE) 
4 一 每 帧 携带 CDMA 信和 号 的 个 数 ”PRNG 一 伪 随 机 数 生 成 器 











v = Y, ва, (8.26) 
式 中 , 大 为 每 帧 CDMA RA SAA, Н. k ESE BI BR Hil 87 ED fei o B] o БЕТЕ 





知 约束 范围 以 内 。 

为 使 音频 质量 在 可 接受 范围 内 ,五 等 人 :5 通过 选择 合适 的 掩蔽 门限 来 控制 水 
印信 号 的 强度 。 他 们 使 用 的 是 频率 掩蔽 模型 。 该 模型 定义 见 MPEG - 1 心理 声学 
Raguji Ен Й 


8.9.1 使 用 知觉 掩蔽 的 音频 水 印 


Swanson 等 人 5 开发 了 一 种 能 和 水印 的 方法 ， 利 用 时 域 和 频 域 的 知觉 掩蔽 效 
应 直接 将 版 权 保护 水 印 从 入 到 数字 音频 信号 中 。 该 方法 能 够 确保 徐 人 水 印 是 无 声 
的 ， 且 对 算 改 和 各 种 DSP 操作 具有 和 鲁 棒 性 。 图 8. 19 所 示 为 该 音频 水 印 系统 的 流程 
图 。 其 频率 掩蔽 模型 基于 MPEG -1 音频 层 IY”] 心 理 声学 模型 1。 图 8.19 rp, S, 
(к) 表示 第 i 个 音频 块 经 Hann A KA h(n) 加权 后 的 对 数 功率 谱 (音频 信号 按 
32kHz 采样 后 的 一 个 16ms 段 称 为 一 个 音频 块 ，N = 16ms x 32kHz = 512 个 采样 点 ) 。 
h(n) 如 下 所 示 : 














8 
ren) oa Qn =) | n=0,1,=,N-1 (8.27) 
信和 号 s; idu iri ad 


3 5 (nyh(n)exp{ Рт") 











S:(k) = 101050 | = 


221 





















wi(n) 
=1;(n) p(n) 


图 8. 19 KAP IK ED rf d 
(参考 文献 [E14] © 1998 Elsevier) 





对 每 一 个 音频 段 加 水 印 ， 即 加 入 一 个 特定 的 类 似 噪 声 的 序列 经 掩蔽 现象 改变 形 
状 这 一 过 程 所 涉及 的 步骤 如 下 (每 一 个 音频 段 s,(n)) 

(1) 计算 音频 段 s,(n) 的 功率 谱 5,(k)， 见 式 (8. 28)。 

(2) 计算 功率 谱 S, (k) 的 频率 掩蔽 函数 M, (k) ( 见 参考 文献 [E14] 3.1 小 
Pye 

(3) HORE EA ES y (п) f РЕТ, BY OD, 

(4) 对 该 音频 块 ， 利 用 掩 项 函数 M, (k) 对 类 似 噪 声 的 作者 签名 信号 进行 加 权 ， 
得 到 改变 形状 后 的 作者 签名 PLC) Y C) M; (k) o 

(5) 计算 噪声 信号 的 IFFT, р,(п) =IFFT [ P,(k) ] 

(6) 计算 s,(n) 的 时 域 掩蔽 函数 i(n) 〈 见 参考 文献 [E14] 3.2 小 节 ) 

(7) 利用 时 域 掩蔽 函数 t (n) 进一步 改变 噪声 的 形状 ， 生 成 该 音频 段 的 水 印 
w;(n) =t,(n)p,(n) 6 

(8) 生成 嵌入 水 印 后 的 音频 块 s(z) =s,(n) +wi(n)。 











8.10 ЕУЕН (OFDM) 


正 交 频 分 复 用 /编码 正 交 频 分 复 用 (Orthogonal Frequency Domain Multiplexing/ 
Coded OFDM, OFDM/COFDM) 已 被 欧洲 地 面 数 字 电 视 和 HDTV. 直播 所 采用 '。 
尽管 FCC 先进 电视 服务 咨询 委员 会 (Advisory Committee for Advanced Television 
Service, ACATS) 已 选择 了 8 -VSB (VestigialSideband， 残留 边 带 ) 数字 调制 进行 
地 面 HDTV 直播 ， 但 关于 选择 COFDM 还 是 VSB 或 QAM ( 正 交 幅度 调制 ) 进行 地 
HI HDTV 直播 的 争论 一 直 未 能 停止 ”1。 这 里 重点 介绍 FFT 在 OFDM 中 的 应 用 
( 见 图 8.20). 

OFDM 通过 降低 数据 速率 来 减 小 频率 选择 性 衰落 效应 ， 具 体 做 法 是 将 数据 流 分 








222 快速 倩 里 叶 变换 ， 算 法 与 应 用 








成 若干 并 行 块 然后 将 这 些 块 进行 传输 !"; 。 通 过 分 制 与 调制 多 个 载波 之 间 的 信息 ， 
能 使 信号 具有 抗 重 影 和 抗 干扰 的 能 力 ' "I OFDM 用 于 无 线 通信 系统 的 其 他 优势 为 
高 带宽 效率 、RF 抗 干 扰 性 及 对 多 径 衰 落 具 有 和 鲁 棒 性 。 
星座 映射 
Mid NL 


插入 保 
IFFT P/S 
"t 护 间隔 


实数 ic ow oie 实数 


申 行 数据 输入 | 















符号 检测 多 载波 解 调 器 
串 行 数据 输出 РЕ 信号 









单 插头 


均衡 器 | : FFT S/P 


Him 1 pem 












图 8.20 ЖТ FFT 的 OFDM 系统 (参考 文献 [02] © 1995 IEEE) 
ри А ”SP 一 串 行 转 并 行 D - A 一 数字 -模拟 转换 А -DD 一 模拟 -数字 转换 











8.10.1 ”使 用 IFFT/FFT 表示 OFDM 信号 


将 N/2 子 信道 中 的 信号 对 应 的 复 序列 记 为 


d, =a, * jb, n=0, 1, UU, 5-1 (8. 29) 


дир, a, ЖЬ, 根据 信号 星座 图 ( 见 图 8.20) 中 点 的 个 数 可 取 + 上 1，:+ 上 3，…。 例 
如 ， 对 于 16 QAM, а,, b, 可 取 | +1,+3]; 对 QPSK, 可取 | +1|。 这 些 信息 采 
PEN {d | 的 DFT 是 一 个 多 载波 OFDM 信号 y(1) ， 定 义 见 式 (8.34)。 由 于 y(1) 须 
为 实 信 号 ， 因此 我 们 利用 个 言 息 采 样 点 生成 NN 个 采样 点 ( 见 本 书 2.3 节 的 复 共 
HIE), ， 如 下 所 示 : 


d, = Re( d,) (8. 30а) 
dy, = Im (dy) (8. 30b) 
dod. uel. d. э, Xi (8. 30c) 
4 „=(4)” n=l1,2,-. end (8. 30d) 
复 序列 d, =a, «jb, 的 DFT TF P, n=0, 1, =, N-1: 


N-1 
X'(k) = Md4,W? k =0,1,-+,N-1 
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N-1 
= > d,exp( - j2Tf,t,) (8.31) 
n=0 


式 中 , f. = t, = ЕМ; At 为 d, 上 任意 选取 的 时 间 间 隔 。 


T 
gig)» (cdi rni eq ind (8.32) 

dist (8.30) AVERETT, x" C fece, DRIFIN: 

Y'(k) = Re[X'(k)] = Уге отд) + b,sin(2mf,t,) | 


k=0, 1, «+, N-1 (8.33) 
Y” (k) ИШ Ж (LPF) 输出 在 时 间 间 隔 Ме ЛР FDM 信号 ， 即 


N-1 


y(t) = È 1а, cos(2mf,t,) + b,sin(2nf,t,)] 0 «ts МА: (8.34) 


图 8.20 所 示 的 功能 模块 更 详细 的 介绍 见 参考 文献 [02]. Weinstein 和 
Ebert? EE T AJH DFT 实现 多 载波 OFDM 系统 调制 和 解 调 的 方法 。 





8.11 OFDM 的 FFT 处理 器 


在 多 载波 调制 (如 正 交 频 分 复 用 (OFDM) 和 离散 多 音 (Discrete Multitone, 
DMT)) 中 ， 数 据 通过 多 个 子 载波 进行 并 行 传输 。 多 载波 调制 技术 已 经 被 应 用 于 通 
信 标 准 中 ， 如 电话 线 (如 DSL) 中 的 高 速度 传输 、 无 线 局 域 网 ( Wireless Local Ar- 
ea Network, WLAN) 、 非 对 称 数字 用 户 线 (Asymmetric Digital Subscriber Line, AD- 
SL) 、 其 高速 数 字 用 户 环 路 (Very High Speed Digital Subscriber Line，VDSL) 、 数 字 
音频 广播 (Digital Audio Broadcasting，DAB)、 数 字 电 视 广 播 (Digital Video Broad- 
casting, DVB) 和 电力 线 通信 (Powerline Communication, PLC) a] ”基于 多 载波 
调制 的 收发 器 中 包含 实时 DFT 计算 〈 见 参考 文献 [A31] 所 列 的 参考 文献 ) 。 

参考 文献 [A31] 中 的 FFT 处 理 器 使 用 了 基 -4DIF 算法 和 原 位 存储 策略 。 该 
处 理 需 能 够 以 42MHz 的 主 频 工作 且 能 在 биз 内 计算 出 一 个 256 点 复 FFT。 

更 高 阶 基 的 算法 需要 更 少 的 计算 周期 。 例 如 ， 基 - 2 算法 与 基 -4 算法 相 比 ， 
需要 多 于 4 倍 的 计算 周期 。 但 基 -4 算法 的 大 小 不 能 是 128. 512, 2048 和 8192, 
| 它们 不 是 4 ЖЖЖИ o DIEDE 4 ОЛЕ kasi ОГА FFT, ATLA ИЙ ТҮ 

А (Mixed Radix, MR) 算法 。 

原 位 算法 能 够 降低 存储 空间 的 需求 ， 因 为 它 将 同一 个 蝶 形 算法 的 输出 与 输入 存 
储 在 相同 的 存储 空间 中 。 

参考 文献 [A31] 中 的 连续 流 (Continuous - Flow, CR) MRFFT 处 理 器 主要 包 
їй: MR ( 基 -4/ 基 -2) 算法 、 原 位 策略 和 存储 器 组 结构 。 该 处 理 器 仅 需 两 个 N 
字 长 的 存储 器 。 该 存储 需 就 硬件 复杂 度 和 功 耗 方面 来 说 是 一 个 主导 元 件 。 
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当 w 点 DFT 可 以 被 分 解 为 互 素 的 因子 时 ， 它 也 可 以 利用 威 诺 格拉 德 傅 里 叶 变 
MFE (WEFTA) 实现 。 该 方法 将 一 个 素 N 点 DFT 脉动 阵列 与 WFTA 相 结 合 ， 
使 得 当 变 换 长 度 很 大 时 能 够 控制 硬件 复杂 度 的 增加 1。 在 硬件 、 输 入 输出 复杂 度 
及 吞吐 量 方面 ，DFT 脉动 阵列 的 性 能 有 所 提高 。 

DVB -了 接收 机 (ILEI 8.21) 99100 OFDM 使 用 了 一 种 新 型 高 性 能 8K 点 FFT 
处 理 器 结构 ， 它 是 基于 基 -8FFT 算法 开发 出 来 的 。 该 8192 点 КЕТ 处 理 吉 在 设计 中 
使 用 了 一 个 新 型 基于 分 布 式 计算 的 无 蝶 形 结构 无 乘法 运算 的 基 -8FFT 结构 。 该 结 
构 涉及 分 阶段 的 四 个 基 — ВЕЕТ 和 一 个 基 -2FFT (8* x2 =22 х2 =8192) (WA 
8.22)。 该 8192 点 FFT ic Е 78us 内 计算 出 来 。 更 多 关于 门 数 量 、 时 钟 周期 、 相 
关 技 术 ， 高 速生 吐 量 性 能 职 效 率 的 介绍 见 参考 文献 [018 ] 。 


OFDM QPSK/ 
- 四 1 AM 内 部 解 
БЕУ 解 调 器 Q ain 
А 解 扰 频 器 MPEG 传 输 流 































维特 比 
(Viterbi) 
解码 器 


图 8.21 DVB -T 接 收 机 (参考 文献 [018] @ 2007 IEEE) 
R - S 一 里 德 - 所罗门 ”QPSK 一 正 交 相 移 键 控 








移 相 (变调 )RAM 
输入 64 点 RAM 512 点 RAM 4096 点 RAM 8192 点 RAM 输出 
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ЦЕ е gs É == gk zje 9S z| 
99, 3: Say 99 3 4 90, š 
SP He SEH Se He) (SEH SPE] NEY SPE 8 | 
= | | | ПЕЧ = ПЕ | 8 x TI 1 

1 1 1 I 1 I 1 1 

D 1 П I 1 l 1 1 





























图 8.22 提出 的 8k FFT 结构 (参考 文献 [018] © 2007 IEEE) 
A 一 分 布 式 算术 ”LUT 一 查 表 


8.12 基于 DF DFT 的 信道 估计 方法 


由 最 大 似 然 ( Maximum Likelihood, ML) 准则 导出 的 基于 DFT 的 信道 估计 技术 
最 初 用 作 OFDM 系统 的 导 频 信和 号“ 。 为 节省 带宽 和 提高 系统 性 能 ， 通 常用 判决 反 
馈 (Decision — Feedback, DF) T OFDM 信号 中 追踪 信道 变化 ， 这 种 方 
法 称 作 基于 DF DFT 的 信道 估计 。 然 而 ， 目 前 这 种 经 验方 法 的 工作 原理 还 未 能 从 牛 
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顿 法 的 观点 中 得 出 。 本 文 利 用 牛顿 法 为 时 空 分 组 码 (Space - Time Block Code, ST- 
BC)/OFDM 系统 推导 了 基于 DF DFT 的 信道 估计 方法 ( 见 图 8.23)。 这 种 推导 方式 
同时 给 出 了 两 种 方法 等 价 性 。 实 验 结果 表明 这 两 种 算法 都 能 通过 以 下 四 个 部 分 实 
Ж: 一 个 最 小 二 次 方 (Least - Square, LS) 估计 器 ， 一 个 IDIT Е, ЛИЕ 
阵 和 一 个 DFT 抢 阵 。 但 两 种 算法 连接 这 四 部 分 方式 有 所 不 同 。 一 方面 ， 在 牛顿 法 
rp Appi BE pe] f 7^ 可 以 通过 计算 一 个 估计 信道 的 频率 响应 和 一 个 LS 估计 的 差异 得 
出 ， 然 后 进行 IDFT 操作 。 男 一 方面 ， 牛 顿 方法 中 Hessian AE [ef] 3c 977?! B DF 


DFT 方法 中 的 加 权 和 矩阵 。 
DOA OFDM | А00) 
VAY 解 调 器 


CAA 
V эе, “+ 
`x v E 
Pen, OFDM RODG, k) 
A х4 y 
УСА | ma 


V » 
OFDM [R®® (4,4) 
解 调 器 


图 8.23 STBC/OFDM 系统 (а=1, 2, =, №; b=1, 2, =, №) 
(参考 文献 [C16] © 2008 IEEE) 















XW, k) 


500 STBC (NT-1), 
i — gua D e, 
Sp(k) 
























8.12.1 基于 DEF DFT 的 信道 估计 方法 


如 图 8. 24b 所 示 ， 基 于 DF DFT 信道 估计 方法 的 框图 由 一 个 LS 佑 计 器 ， 一 个 
IDFT 和 矩阵， 一 个 加 权 抢 阵 和 一 个 DFT ERARI o, —^ LS 估计 器 利用 DF 数据 
信号 产生 一 个 LS 估计 结果 ， 这 也 是 信道 频率 响应 的 一 个 有 噪声 估计 。 在 利用 IDIT 
将 估计 结果 转换 到 时 域 之 后 ， 将 其 与 一 个 加 权 抢 阵 相 乘 ， 以 提高 估计 结果 的 准确 
性 。 该 加 权 和 矩阵 决定 于 所 选 的 性 能 评价 准则 ， 可 以 是 ML 或 最 小 均 方 误差 ( Mini- 
mum Mean Square Error, MMSE) 551。 最 后 将 改进 的 估计 结果 转换 回 频 域 用 于 下 一 
次 信道 频率 响应 的 估计 。 

梯度 向 量 计算 Hessianf ë 


O 80) b,a (рай 
pes DET [47 sine | 82 
FY poo 
STBC 解 码 器 
和 编码 器 


图 8.24 牛顿 方法 与 基于 DF DFT 方法 的 等 价 性 (D 是 一 个 延迟 元 件 ) 
a) 牛顿 方法 
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频 域 时 域 频 域 
收 到 的 信号 
КОЮ) | LS 估计 器 “| 500 |IDFT| 7° ef | DFT — 
$ воо Ран — EE pa > Мур 
估计 过 的 
ÊO ”判定 数据 符号 信道 频率 
响应 





STBC 解码 器 
和 编码 器 


b) 
图 8.24 牛顿 方法 与 基于 DF DFT 方法 的 等 价 性 (D 是 一 个 延迟 元 件 ) (HR) 
b) 基于 DF DFT 方法 


Ku 和 Huang'“ 1 研究 了 牛顿 法 和 基于 DF DFT 方法 用 于 STBC/OFDM 系统 信道 





























估计 的 等 价 性 。 其 结果 可 以 为 开发 新 算法 提供 思路 。 
8.13 Heb RRR BIT SR (СС - FFT) 


ЖЕ (Method of Moment, MoM) 是 一 种 分 析 天 线 的 有 效 方法 -21 ， 

Tea es RE aR EL LIM AE (Conjugate - Gradient FFT, CG – ЕЕТ) 顺利 地 用 来 分 
析 一 个 大 规模 周期 偶 极 阵列 。 在 Мом KAKA HTP, ERI Г ЖШ IE (Conjugate – 
Gradient, CG) ARA PERE -向 量 相 乘 的 运行 速度 。 此 外 ， 将 一 个 等 价 的 子 阵 列 
预 处 理 器 与 CG - FET 分 析 过 程 相 结合 可 以 减少 迭代 步骤 与 迭代 过 程 的 CPU 处 理 
时 间 。 

将 共 斩 梯 度 法 与 快速 傅 里 时 变换 相 结合 的 方法 (BB CG - FFT) 在 处 理 均 匀 拢 
型 阵列 时 具有 很 高 的 效率 ， 这 是 因为 它 的 计算 复杂 度 可 以 减少 到 O( N log, N) ^, 

在 参考 文献 [KA] 中 ，CG -FMM - FFT 被 应 用 到 了 一 个 由 任意 几何 形状 阵列 
元 素 构成 的 大 规模 有 限 周 期 阵列 天 线 中 。 此 外 ， 也 对 该 子 阵列 预 处 理 右 与 大 规模 有 
限 周期 天 线 的 CG -FMM - FFT 分 析 中 的 邻近 组 预 处 理 器 的 性 能 进行 了 比较 。 

还 研究 了 快速 多 极 子 法 - 快速 傅 里 叶 变 换 (Fast Multipole Method - FFM, FMM - 
FFT) 与 预 处 理 需 结合 的 方法 ， 并 将 其 应 用 于 大 规模 周期 天 线 问题 的 分 析 中 。 

DFT (通过 FFT 实现 ) 已 被 应 用 与 多 种 语音 编码 器 中 ,或 者 利用 时 域 混 巷 消 
除 (Time Domain Aliasing Cancellation, ТРАС ) 技术 实 gy Pn o ( Fill 用 MDCT/ 
MDST) 或 者 利用 一 个 心理 声学 模型 开发 出 来 。 下 面 简要 回顾 上 述 内 容 。 















































8.14 改进 型 离散 余弦 变换 (MDCT) 


参考 文献 [D1, D2] 给 出 了 几 种 已 开发 的 改进 型 离散 余弦 变换 (Modified Dis- 
crete Cosine Transform, MDCT) 版 本 。MDCT 与 改进 型 离散 正弦 变换 (Modified Dis- 
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crete Sine Transform, MDST) 都 被 用 作 子 带 / 变 换 编 码 中 基于 时 域 混 琶 消除 (Time 


Domain Aliasing Cancellation, TDAC) 的 分 析 / 综 合 


“ТРАС 变换 ”。Princen、Bradley 和 Johnson?" 为 人 
义 了 两 类 MDCT! 220-07-09] 

调制 重 炙 变换 (Modulated Lapped Transform, 
(MPEG - 1/2 音频 和 杜 比 AC -3 (ILEI 8. 26 和 图 


合 滤波 器 库 ”。 这 些 也 被 称 为 
р ПЕЕ ЛЕЕ Еа 





MLT) HF A E Е 36 
8.27)) 中 的 块 变换 编码 。 目 前 


已 开发 出 了 几 种 形式 的 MLT， 称 作 TDAC, МОСТ 和 余弦 调制 滤波 器 库 (Cosine- 
Modulated Filter Bank, CMFB) (JLÆ 8.1), MPEG -1 音频 层 1 -3 ( 见 表 8.2、 图 
8.28 和 图 8.29), MPEG -2 音频 层 1 — 4. MPEG -4 音频 部 分 、MPEG -2 AAC 


(ACC HIF MPEG - 2 第 7 部 分 和 和 MPEG -4 第 3 


部 分 ) 音频 部 分 ( 见 图 8. 30 和 


8.31) 与 杜 比 AC -3 都 利用 СМЕВ 将 音频 序列 从 时 域 变换 到 子 带 或 变换 域 进行 压 


ай ( 见 参考 文献 [D37])。 


PCM 








输入 








FFT | WIR 


























图 8.25 ”基于 感知 的 编码 需 框图 
(参考 文献 [D33] © 1995 IEEE) 


利用 FFT 的 MDCT 





AC-3 帧 格式 化 








比特 分 配 











编码 的 AC-3 比 特 流 





图 8.26 AC-3 (音频 编码 -3) 编码 器 


(一 )( 杜 比 实验 室 ) 


(参考 文献 [D51] (O 2006 IEEE) 
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编码 的 AC-3 比 特 流 — AC-3 帧 同步 、 符 号 误差 检测 和 帧 解 格式 





aaa 





图 8.27 AC-3 (音频 编码 -3) 解码 器 


利用 FFT 的 道 MDCT 
(=) ( 杜 比 实验 室 ) 


(参考 文献 [D51] © 2006 IEEE) 


表 8.1 音频 编码 标准 中 CMFB 的 公式 与 分 类 (参考 文献 [D45] © 1999 AES) 


种 类 MCT 对 


标准 中 的 CMFB 








X, = У х,соз (2а +1 (Jo +1)] 


N/2-1 


TDAC = X [2 N Yok D] 
x, 2 人 COS Anis 5 y +1) 


- 


ME = 0,1,---,5- -1, 和 n 20,1,,N-1 


MPEG - IV 

MPEG - Il - AAC 
MPEG 层 3， 第 二 级 
AC -2 长 变换 








N-1 


X, = Y «cos [Tn +1)(2Е +1) | 


п=0 
N/2-1 


Xn = PESE + 1) (2k +1)] 


AC -3 短 变换 1 











ME eisai Ain 20,1,—,N-1 
TDAC 2 
NISEN 7 
分 里 N-1 
X, = Y scs [0n +1 +N) (2k +1) | 
n=0 
N/2-1 
=. У, X,cos | 7. (2n +1 + №) (2k +1)] AC -3 短 变 换 2 
sr) 2N 
MR = 0,1,0 - 1n 20,1,5,N-1 
N-1 
N 
X, = È mcos (а - Jo +1)] 
N/2-1 MPEG J£ 1, 2 
多 相 滤 波 器 库 。 =- [= -N ] 
X, È os N (a Í Jat #1) MPEG 层 3， 第 一 级 
MK = 01у, = 1I 20,1,5,N-1 





ik: TDAC, Time Domain Aliasing Cancellation, HER E HR 
余 弦 变 换 ，MLT，Modulated Lapped Transform, Vel il] AY H 


MCT, Modulated Cosine Transform, ， 调 制 的 





Bank, 余弦 调制 滤波 器 库 。 





К & 454%; CMFB, Cosine Modulated Filter 
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表 8.2 MPEG -1 各 层 规格 
EI EI EI 
采样 频率 /kHz 32, 44.1, 48 32, 44.1, 48 32, 44, 1, 48 
最 小 编码 /解码 延迟 /ms 19 35 59 
MUSICAM Ë MUSICAM gË MUSICAM Ë 
TT Nadia E pc dead . и 
їйї (32 子 带 ) 波 器 库 (32 子 带 ) iss PERI MDCT 
采样 频率 32kHz FUE р 
| | 500 500 27.7 ( 共 18 МОСТ) 
波 器 库 的 带宽 /Hz 
1 或 2 (使 用 频率 掩蔽 
心理 声学 模型 1 或 2 1 或 2 
к, it Tal He 
1024 点 FFT 
KEHA о а 、 理 声学 模型 1，1024 和 
CELT SF 心理 声学 模型 1; 
粗 频 率 分 辨 率 细 频 率 分 辨 率 
( 粗 频率 分 辩 率 ) ( 细 频 率 分 辨 率 ) 256 点 FFT， 心 理 声学 模型 2 
32 个 子 带 ， 每 个 子 有 36 个 样本 的 块 (3 个 
"TR "hah ian ERA GT | BOE ELSE 
比特 分 配 带 取 一 个 有 12 个 样本 的 块 | 相 邻 的 有 12 个 样本 的 块 ) MPa? 
"n 适应 预 回 声 处 理 
( 2384 输入 样本 ) ( 23 x384 =1152) 
量化 一 致 一 致 不 一 臻 
Aij pid 否 fü 是 
Bid 128kbit/s 的 立体 声 比 
т 特 率 下 ， 比 层 开 的 MOS 





主观 测试 表现 





384kbit/s 的 立体 声 
提高 了 0.6 分 


比特 率 下 表现 很 好 比特 率 下 表现 很 好 











Е: MOS, Mean Opinion Score, 平均 意见 分 。 





音频 输入 


音频 输出 ARE ИИҮҮ" 
r L| dien 
8.28 MPEG -1 Tri ss fg (BI. П) 结构 


量化 的 样本 






缩放 因子 信息 
比特 和 缩放 因子 
的 分 配 和 编码 


КИИ 









































(参考 文献 [D33] © 1995 IEEE) 
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侧 信 息 解 码 


图 8.29 MPEG -1 第 亚 层 音频 编码 器 与 解码 器 结构 
(参考 文献 [D33] © 1995 IEEE) 

在 国际 音频 编码 标准 (MPEG 系列 和 Н. 262) 和 许多 商业 音频 播放 产品 ， 如 日 
本 索尼 公司 的 MiniDise/ ATRAC/ATRAC2/SDDS 数字 音频 编码 系统 (ATRAC， 
Adaptive Transform Acoustic Coding， 自 适应 变换 声学 编码 ) 、 美 国 AT&T 公司 的 РАС 
(Perceptual Audio Coder， 感 知音 频 编 码 ) /美国 朗讯 科技 (Lucent Technology) Z 
司 的 PAC/ 增 强 PAC/ 多 通道 PAC 中 ，MDCT 都 为 基本 处 理 模块 以 获得 高 压缩 率 
( 见 表 8.3 和 表 8. 4) (0957, 

这 里 我 们 集中 考虑 如 何 用 FFT 实现 各 种 形式 的 MDCT 和 IMDCT ( 逆 MDCT) 。 

图 8. 25 给 出 了 利用 听觉 掩蔽 效应 基于 感知 的 编码 器 。 幅 度 分 辨 率 与 由 此 得 到 
的 比特 分 配方 法 和 每 个 临界 频带 的 比特 率 ， 可 由 信和 掩 比 (Signal - to - Mask Ratio, 
SMR) 与 频率 的 关系 得 出 。SMR 可 通过 对 待 编码 音频 块 进行 基于 FET (如 1024 点 
FFT) 的 谱 分 析 得 出 。 关 于 频 域 编码 需 与 子 带 /变换 系数 的 动态 比特 分 配 的 内 容 详 
见 参考 文献 [D33]。 

美国 高 级 电视 业 顾 问 委员 会 (Advanced Television Systems Committee, ATSC) 
的 DTV 标准 包括 数字 高 清 电视 (High Definition Television, HDTV) 和 标清 电视 
(Standard Definition Television, SDTV), ATSC 音频 压缩 标准 为 AC -3 ( 见 参考 文献 
[D51，D52 ] ) 。 知 需 下 载 标准 请 访问 http: //www. atse. org/standards/ , 

编码 预 处 理 模 块 〈( 见 图 8.32) 给 出 了 图 8. 30 所 示 的 增 量 控制 的 细节 信息 。 解 
码 后 处 理 模 块 (Lfd 8.33) 给 出 了 图 8.31 所 示 的 增 量 控制 的 细节 信息 。 注 意图 
8.31 和 图 8. 32 所 示 的 256 或 32 点 МОСТ 和 IMDCT 是 通过 FFT 实现 的 〈 见 图 8.33 
和 图 8. 34) 。 
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输入 的 音频 信号 






























































图 例 
数据 ”一 > 
аин 控制 ”一 > 
(基于 FFT) 

暂 态 噪 声 抑制 上 
mke — 
前 一 帧 的 
NAM 比特 流 13818-7 
"| 多 路 复 用 编码 
音频 流 
M/S 工具 将 频谱 对 
— 从 中 / 侧 (或 和 / 差 ) 转 
РА 换 到 左 / 右 
' 速率 /失真 | 
' | 控制 | 
! 过 程 | 
无 噪声 编码 | 





图 8.30 MPEG -2 AAC 编码 器 框图 
(参考 文献 [D39] © ISO. 本 资料 转载 自 ISO/IEC 13818 -7: 2006， 以 国际 标准 化 组 
织 (ISO) 名 义 经 美国 国家 标准 协会 (ANSI) VERT, ЖЖ ANSI 授权 不 得 以 任何 形式 进行 
复制 或 转载 ， 如 利用 电子 恢复 系统 ， 或 使 其 在 因特网 、 公 共 网 络 中 传播 。 该 标准 的 副本 可 
于 ANSI 购买 ， 地 址 : 25 West 43 Street, New York, NY 10036 (212) 642 – 4900, http: // 





















































webstore. ansi. org) 
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图 例 


数据 — 
控制 ”一 











13818-7 编 码 音 频 流 — E pue 











无 噪声 编码 


—— M/S 








预测 











| 


1—9) 暂 态 噪声 抑制 


滤波 器 库 
IMDCT 





图 8.31 MPEG -2 AAC 解码 器 框图 


(参考 文献 [D39] ISO.， 本 资料 转载 


国际 标准 化 组 织 (150) 名 义 经 美国 国家 标准 协 
SI 授权 不 得 以 任何 形式 进行 复制 或 转载 ， 如 利用 电子 恢复 系统 ， 或 使 其 在 因 


H ISO/IEC 13818 -7: 2006， 以 
会 (ANSI) 许可 。 未 经 AN- 











特 网 、 公 共 网 络 中 传播 。 该 标准 的 副本 可 了 











(中 侧 ， 或 和 / 差 ) 


输出 的 音频 信号 
增益 控制 — 











P ANSI 购买 ， 地 址 : 25 West 43 
Street, New York, NY 10036 (212) 642 —4900, http: //webstore. ansi. org) 
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表 8.3 滤波 器 库 特 性 比较 (参考 文献 [D38] © 1997 AES) 
特性 层 1 层 2 层 3 AC -2 AC -3 АТВАС PAC/MPAC 
混合 混合 
类 型 PQMF PQMF PQMF/ MDCT/MDST MDCT ОМЕ/ MDCT 
MDCT MDCT 
48kHz 下 的 频率 分 解 /Hz 750 750 41. 66 93. 75 93. 75 46. 87 23. 44 
48kHz 下 的 时 间 分 解 /ms 0. 66 0. 66 4 1.3 2. 66 1.3 2. 66 
脉冲 响应 (LW) 512 512 1664 512 512 1024 2048 
脉冲 响应 (SW) 896 128 256 128 256 
48kHz 下 的 帧 长 /ms 8 24 24 32 32 10. 66 23 
Е: LW, Long Window， 长 窗口 ; SW, Short Window， 短 窗口 。 


(D ATRAC 工作 了 
于 48kHz 时 得 到 的 。 


























F 采样 频率 为 44. 1kHz 时 。 为 便于 比较 ， 帧 长 度 与 冲 


25 





Ff 响应 的 数值 是 当 ATRAC 系统 工作 


表 8.4 现 有 音频 编码 系统 比较 (截止 1997 年 ) (参考 文献 [D38] © 1997 AES) 





















































比特 率 质量 复杂 性 主要 应 用 起 用 年 份 
MPEG - 1 层 32 ~ 448kb/s 192kb/s/ch 
8 低 enc/dec DCC 1991 
1 total 质量 好 
MPEG - 1 Jz 32 ~384kb/s 128kb/s/ch 
ee 低 解码 器 DAB, CD-I, DVD 1991 
2 total 质量 好 
ISDN, па 
MPEG - 1 Jz 32 ~320kb/s 96kb/s/ch = | 
eye 氏 解 码 器 播 系统 1993 
3 total 质量 好 
和 因特网 音频 
128 ~ 192 128kb/s/ch 
ЖЕ AC -2 AN 低 enc/dec 点 对 点 ，cable 1989 
kb/s/ch 质量 好 
384kb/s/ch 点 对 多 点 
ЖЕ AC -3 32 ~ 640kb/s d Kau qa 1991 
质量 好 HDTV. cable. DVD 
索尼 ATRAC =140kb/s/ch 低 enc/dec MD 1992 
AT&T PAC 氏 解 码 器 
非常 低 m 
APT - X100 固定 压缩 1:4 录音 室 专用 1989 
enc/ dec 


iE: enc/dec, encoder/decoder, ， 编 码 器 /解码 器 :DCC ， 





MD, ，MiniDise， 迷 你 光盘 。 


Digital Compact Cassette, 2 x SX ТҮ oie 01; 
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窗口 序列 (window | 


Sequence) 













PQF 








图 8.32 MPEG -2 AAC 编码 器 预 处 理 模块 框图 
(参考 文献 [D35] © 1997 AES) 





增益 
检测 器 








预 处 理 





窗口 序列 (window . 


Sequence) 





增益 (gain ) 








控制 (control ) 
数据 (data) 










256 或 32 
IMDCT 
频谱 256 或 32 
倒转 IMDCT 
256 或 32 

IMDCT 


256 或 32 
IMDCT 








频谱 
倒转 


(参考 文献 [D35] (O 1997 AES) 




















增益 控制 工具 





PQF 一 多 相 正 交 滤 波 器 














FAS МЕЗА - 


Bist a US 





ІРОЕ 











FRERE S 
8.33 MPEG -2 AAC 解码 器 后 处 理 模块 框图 











IPQF 一 逆 多 相 正 交 滤 波 器 


增益 (gain ) 
控制 (control_) 
数据 (data) 


256 或 32 
MDCT 
256 或 32 
MDCT 
256 或 32 
MDCT 
256 或 32 
MDCT 


增益 控制 时 间 信 号 


输出 的 PCM 
数据 
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输入 缓冲 器 


FFT (长 和 短 ) 
(长 窗口 大 小 2048， 
短 窗口 大 小 256) 























滤波 器 库 的 
延迟 补偿 





计算 不 可 预测 的 尺寸 CW 


计算 阔 值 (第 1 部 分 ) 


ЭЛЙ 


nes ДААП > *switch pe"? 用 短 块 
s| |: 


计算 阔 值 (第 2 部 分 ) WER EL 























— 7M SRA SES [ECHO RO). RARE. IA 
“if (blocktype(n ) == SHORT TYPE && blocktype(n—1) = START_TYPE);” 








| 输出 缓冲 器 : SRA, 阐 值 (比值 )， RI, НИР 5 





图 8.34 心理 声学 模型 框图 








8.15 gJ TDAC 


使 用 MDCT 的 奇 合 加 ТРАС 定义 为 3] 


N-1 
ХМОСТ (Е) = Y х(п) cos [o +) (6+2) Е 20,1,-,N -1 


n=0 
(8.35) 
SUP, x(n) 为 输入 信号 x(t) 在 采样 点 n 处 的 量化 值 ，N 为 采样 块 的 长 度 ; mo = 


CVD) + 为 需要 进行 混 秋 消除 的 相位 项 ;x(n) 表示 第 ”个 采样 点 值 。 


MDCT 可 利用 FFT 如 下 实现 : 
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将 [x(n)exp (- m Jm FFT 写 为 
FFT [x(n)exp (- 0") = X(k) = R(k) + jQ(k) (8.36) 
RP, R(E) 和 QUE) 分 别 为 X(k) 的 实 部 和 虚 部 ， 则 
XMPCT(k) = R(k)cos ЕЗ i Q(k)sin [eh + jJ (8.37) 
WEBB: 


FFT [x(n) exp [= m] 


Ese (peel Pt) 


2Tn 1 
= У Gea [P k +>) | 
N-1 
= Y x(n)cos em + 3) |- iX «Gsm em + 3) | 
n=0 
= R(k) +}0(%) (8.38) 


MDCT (k) = R(k)cos ЕС i Q(k)sin [ef | 


= EC [cos =í; + l)e Bae £ 1)]- 


N 2 
io Pete Dp Porte 1] 
E У sn) eos [E + ng) (# + 1)] (8.39) 


即 式 (8.35), [8.35 给 出 了 上 述 过 程 的 流程 图 。 
IMDCT 定义 如 下 


N-1 
x(n) = y EX OD Ее + no) (i + 1) n 20,1,-—,N-1 
(8. 40) 
可 以 通过 IFFT 实现 。 首 先 ， 令 
#(п) = IFFT] Хост) exp 22) n =0,1,,N-1 (41) 
x(n) = r(n)cos [Z4 10) ]-. gn)sin Еши (8.42) 
N N 


式 中 ，r(z) 和 gqg(n) 分 别 为 +(n) 的 实 部 和 虚 部 。 








x(n) —* 















RA R(k) 


cos[2 x (e i) no/ №] 实 部 
XMDCT k) 
乘 以 k 
Q(k) ге 


sin [2x (e >) Nol N] 






X(k 


) 
-R(kyHjQ(A) 



































图 8.35 通过 FFT SEHR ATI ТРАС 的 框图 





MDCT 已 被 用 于 AC -3、AAC、MPEG -1 第 3 层 第 2 级 , MPEG -4 音频 部 分 和 
ATSC 的 HDTVID16， D18, D20, D31, D32, D38 - D40, D43, D45, D47 - D50] А 除 FFT 以 外 ， 已 经 开 
发 出 了 多 种 实现 MDCT/MDST 及 其 道 的 高 效 快 速算 法 [25, DAB, DO] 。 参 考 文献 
[D47] 中 给 出 了 一 种 用 整数 实现 的 MDCT, PRIE IntMDCT。 后 者 保留 了 许多 MDCT 
比较 好 的 特性 ， 提 供 了 非常 好 的 重建 性 、 块 交 秦 、 临 界 采样 ， 以 及 较 好 的 频率 选择 
性 和 快速 算法 。 其 额外 的 作用 是 在 无 损 音 频 压缩 中 的 应 用 [9*1。 

请 详细 研究 参考 文献 [МІЗ] 的 图 11. 15 所 示 的 MATLAB 仿真 和 图 11. 18 所 示 
的 使 用 DCT 和 MDCT 的 波形 编码 。 


8.16 感知 变换 音频 编码 器 [23, 04. 








ЯГ ЙН = ЖАЛП (Perceptual Entropy, PE) 的 估计 是 由 几 种 众所周知 的 噪声 
掩蔽 方法 结合 得 来 的 。 这 些 方法 与 一 种 启发 式 的 音频 激励 短期 频率 掩蔽 模型 相 结合 
用 于 音调 估计 。 每 一 个 短期 音频 激励 段 的 感知 彤 ， 由 编码 该 音频 信号 短期 功率 谱 所 
需 的 比特 数 结合 掩蔽 模型 等 级 处 填 加 噪声 所 需 的 分 辩 率 而 估计 得 出 。 图 8. 36 给 出 
了 关于 感知 箭 计算 的 详细 内 容 。 加 窗 与 频率 变换 是 通过 一 个 汉 宁 ( Hanning) 窗 后 


接 一 个 长 度 为 2048 的 实 — SE FET 并 保留 前 1024 个 系数 来 实现 的 (de RASÉS 


率 处 的 系数 算 作 一 个 ) 。 临 界 频带 分 析 用 于 计算 掩蔽 门限 。 借 助 于 FFT 可 知 ， 功 率 
TA P(w) =[Re? (w) +1 (0) ]„ ЖР, Re (о) +jlm (wo) 为 DFT 系数 。 通 过 将 
不 同 频段 功率 谱 相 加 ， 可 得 临界 频带 。 

РЕ 方法 能 够 很 好 地 估计 出 基于 人 耳 听 觉 系 统 的 音频 信号 比特 率 的 下 限 。 关 于 
这 部 分 的 详细 内 容 见 参考 文献 [ D3, D4 ] 。 

炳 编码 感知 变换 编码 器 最 初 是 为 单 声 道 信和 号 开发 的 [3 1]， 后 来 扩展 到 了 立体 
声 信号 [56] ( 见 图 8.37) 。 后 者 ， 同 时 利用 了 立体 声 信 号 的 宛 余 与 听觉 环境 中 的 声 
音 混合 效应 ， 该 效应 使 得 编码 立体 声 信和 号 的 比特 率 远 小 于 单 声 道 信号 编码 比特 率 的 
两 倍 。 
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posssece dt ME ， хоид 

mans) me к 1 == 
(2048 点 汉 宁 F 
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BEBE 
和 步 长 计算 





















AIBA A 
功率 谱 计算 比特 率 





BIA TETERERE 


PE 的 统计 数据 
(均值 .最 大 值 等 ) 


图 8.36 JE (PE) 的 计算 
(参考 文献 [D4] © 1988 IEEE) 


Huffman 


压缩 
位 压缩 















利用 压缩 
阅 值 调整 因子 Кр Л 





图 8.37 SEPXFM 编码 器 框图 (З Ән ng REL ЖИШШ) 
(参考 文献 [D6] © 1989 IEEE) 





8.17 OCF 编码 器 


输出 比特 流 


最 优 频 域 (Optimun Coding in the Frequency - domain, OCF) 编码 器 [pl 使 用 





了 频谱 值 箭 编码 以 增加 编码 效率 和 编码 器 灵活 度 。 低 复杂 度 自 适应 变换 编码 
( Low - Complexity Adaptive Transform Coding, LC - АТС) 与 OCF 编码 需 都 使 用 了 变 
换 编 码 以 去 除 元 余 和 高 度 适应 感知 。OCF 编码 器 框图 如 图 8.38 所 示 ， 解 码 器 框图 


如 图 8. 39 所 示 。 输 入 信号 经 过 加 窗 处 理 ， 并 用 改进 型 离散 余弦 变换 





(Modified 


DCT, MDCT) 进行 变换 ，MDCT 被 用 作 一 个 临界 采样 滤波 器 。MDCT 利用 FFT 实 


I, ОСЕ И а АА А (Вр IMDCT) 利用 IFFT 实现 。 





第 8 章 应 用 239 













掩蔽 阔 值 的 计算 





TAREE 








Sc РС isk ER EC ВО ir 


图 8.38 OCF 编码 器 框图 
(参考 文献 [D10] © 1990 IEEE) 


ae СЕНЕН 


多 路 分 用 


Huffman 解 码 器 放大 系数 , 量化 器 步 长 


| 


道 加 权 
逆 量 化 
| 


逆转 换 
REMTE 


谱系 数 放 大 












































图 8.39 OCF 解码 器 框图 
(参考 文献 [D10] © 1990 IEEE) 





8.18 NMR 评估 系统 


在 男 一 种 应 用 中 ，FFT 用 于 基于 品 掩 比 (Noise -to - Mask Ratio, NMR) ЯШ 
ЧА. (masking flag) 的 客观 量化 噪声 可 听 度 评估 方法 [zl 。 它 使 用 1024 采样 点 
的 汉 宁 窗 FFT 计算 每 512 个 采样 点 (11. 6ms， 采样 率 为 44. IkHz) 。NMR 评估 系统 
框图 如 图 8. 40 所 示 。 
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_ m 


ao PC 


误差 谱 




















FFT 


图 8.40 NMR 评估 系统 框图 
(参考 文献 [D10] (O 1990 IEEE) 

















8. 19 ”移动 接收 音频 编码 器 


CCETT [D71 开发 了 一 个 48 kHz 采样 率 、 工 作 于 编码 正 交 频 分 复 用 (Coded Orthogo- 
nal ЕОМ, COFDM) 广播 系统 上 的 子 带 音频 编码 系统 。 该 系统 致力 于 制作 有 声 节目 和 降 
低 比 特 率 ， 包 括 信道 编码 与 调制 。 优 化 的 子 带 编 解码 器 框图 如 图 8. 41 所 示 。 

48kHz 


数字 音频 信号 2 个 DSP 








编码 变换 





测定 缩放 
GARE 一 ,缩放 因子 缩减 











一 一 一 | Е ИН 1—9) 动态 比特 分 配 



































48kHz 立体 声 数 字音 频 信号 


























图 8.41 优化 的 立体 声 子 带 编码 需 (上 ) 和 解码 器 (下 ) 
(参考 文献 [D7] © 1989 ITU) 


z -> 
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处 理 立体 声 的 子 带 编码 器 可 在 一 个 与 VME 总 线 兼容 的 欧 标 板 的 DSP 上 实现 。 
8.20 ml = Ë RASH Bi NI HEN Ek AH Na (ASPEC) 


如 掩蔽 模式 通用 子 带 集成 编码 与 复 用 (Masking Pattern Universsal Subband Inte- 
grated Coding and Multiplexing, MUSICAM) 中 所 述 ( 见 本 章 8.23 节 ) ， 高 质量 音乐 
证 号 的 自 适应 功率 谱 感 知 编码 (Adaptive Spectral Perceptual Entropy Coding of high 
quality music signals, ASPEC [P ?中 是 另 一 种 音频 编码 标准 ， 它 被 ISO 选用 作 广 泛 
的 音频 测试 用 于 MPEG 音频 中 可 行 的 应 用 。MUSICAM ( 指 子 带 算法 ) 被 选 作 为 基本 
的 MPEG 音频 部 分 ， 而 ASPEC 的 心理 声学 模型 被 融入 MPEG 音频 编码 标准 中 。AS- 
РЕС 结合 了 许多 其 他 高 性 能 音频 编码 系统 的 思想 ， 这 些 编码 标准 由 德国 埃 尔 朗 根 大 
学 / 弗 劳 恩 霍 夫 协 会 (University of Erlangen/ Fraunhofer Society) 、 美 国 AT&T 贝尔 
(Bell) 实验 室 (两 种 编码 器) 、 德 国 汉诺威 大 学 /汤姆 森 消 费 电子 (University of Han- 
nover/ Thomson Consumer Electronics) 和 CNET (DIT) HLH ASPEC 同时 满足 了 ISO £u 
层 协议 的 所 有 需求 。 下 面 给 出 了 单 通道 编码 器 〈 见 图 8.42) 和 解码 器 (JILE 8.43) 
的 框图 。 其 中 ， 滤 波 器 通过 改进 型 离散 余弦 变换 (MDCT) 来 实现 。MDCT 将 2n 个 
时 域 采 样 点 变换 为 n 个 频 域 变换 系数 ， 即 (下 采样 ) 为 n 个 时 域 采 样 点 的 块 。 每 一 
























块 缓冲 器 、 综合 分 析 来 进行 差错 保护 、 同 步 | 比特 流 
16 比特 POMM 7]. 加 窗 和 变换 "i CRT A S TRE. RETURN 


数字 音频 输入 ， 








基于 心理 声学 模型 
计算 隐蔽 阔 什 





„| 扩展 的 心理 | ! 
声学 模型 











图 8.42 单 通 道 ASPEC 编码 器 框图 
(参考 文献 [D17] © 1991 AES) 











流 | 比特 流 多 路 分 用 — 道 变 转 和 
和 差错 管理 消除 时 域 混 释 о 比特 PCM 





的 音频 输出 
加 权 因 子 


[8.43 单 通 道 ASPEC 解码 器 框图 
(参考 文献 [D17] © 1991 AES) 
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个 采样 点 都 同时 为 两 个 块 的 元 素 。IMDCT Ж п 个 变换 系数 映射 为 2n 个 时 域 采样 
一 个 重合 和 相 加 的 操作 能 够 消除 由 下 采样 产生 的 混 半 效应 (属于 TDAC)。 
MDCT 为 


2n-1 
X uj: Ую 00 [Z +14n)(2m+1)| 


m 20,1,,n-1 (8.43) 
式 中 ，z (E). 为 块 5 的 第 个 采样 点 ， LI =x, (k), k=0, 1, +, 
n-1; f(k) ЛР, k=0, 1, =, 2n-1; Х,(т) 为 第 m 个 变换 系数 ，m = 
0, 1, +, п-1„ ЖН РАСМ 





JC es an [= + | Вее дас (8.44) 
IMDCT 为 
vy) = fü) Уха (т) соѕ [7 (2p +1 + n) (2т+1) | 
p = 0,1,:::,2n - 1 (8. 45 ) 
HA 
x(q) =p- Cq tn) +y,(9) q=0,1,=,n-1 (8.46) 





在 已 开发 的 几 种 实现 MDCT 及 其 道 变 换 的 快速 算法 中 ， 有 一 种 高 效 的 算法 是 
利用 FFT 实现 的 。 用 于 计算 为 子 带 变换 系数 分 配 比 特 的 掩蔽 门限 的 人 类 听觉 系统 
心理 声学 模型 是 基于 FFT 的 [27] 。 


8.21 残 差 激 励 线 性 预测 (RELP) 声 码 器 


FFT 另 一 种 应 用 为 残 差 激励 线性 预测 ( Residual Excited Linear Prediction, 
RELP) 声 码 器 ( 见 图 8.44) ， 关 于 声 码 咒 更 详细 的 内 容 见 参考 文献 [D30], 





s(n) LP 分 析 

















图 8.44 基于 FFT 的 RELP 声 码 器 
(参考 文献 [D30] © 1994 IEEE) 
a) 发 射 机 b) 接收 机 
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8.22 awe 


同 态 信号 处 理 ， 如 同 态 反 卷 积 ， 可 以 用 于 测试 声 道 特性 ， 以 及 从 激励 中 提取 信 
号 [330] 。 同 态 声 码 器 的 主要 思想 是 将 声 道 和 激励 对 数 幅度 谱 结合 可 以 产生 语音 对 数 
幅度 谱 。 
图 8. 45 给 出 了 一 个 使 用 倒 谱 的 语音 分 析 - 合成 系统 。 语 音 对 数 幅度 谱 的 IFFT 
可 以 产生 倒 谱 序列 Ce(n)。 可 以 看 出 ， 与 原点 相近 的 倒 谱 (“que - frency") 样本 与 
声 道 相关 。 这 些 系 数 可 以 使 用 一 个 倒 谱 窗 提取 。 倒 谱 窗 的 长 度 必 须 小 于 最 短 的 基 音 
周期 。 还 可 以 看 出 ， 对 于 浊音 ， 倒 谱 序 列 在 基 音 周期 处 有 较 大 的 采样 值 。 因 此 ， 可 


以 通过 倒 谱 来 估计 基 频 。 
Ce(n) 


x(n) 
a) 


FFT 指数 运算 卷 积 $(n) 


激励 














数据 窗 FFT 














b) 


图 8.45 ”一 个 同 态 语 音 分 析 -合成 系统 
(参考 文献 [D30] © 1994 IEEE) 
a) 分 析 b) 合成 








合成 锅 对 倒 谱 进行 了 FFT 并 对 其 结果 的 频率 分 量 进行 指数 运算 。 对 这 些 分 量 
fE IFFT 可 得 该 声 道 的 冲 激 响应 ， 将 该 冲 激 响 应 与 激励 卷 积 可 以 产生 合成 语音 。 尽 
管 倒 谱 声 码 器 自 提 出 后 未 能 得 到 许多 应 用 ， 但 基于 倒 谱 的 基 音 和 声 道 估计 法 已 得 到 
了 许多 语音 处 理 其 他 方面 的 应 用 。 此 外 ，Chung 和 Schafer [D5, Di2] 的 报告 指出 ， 将 
同 态 反 卷 积 与 分 析 - 合成 激励 模型 相 结合 可 以 产生 4. 8kb/s 上 的 高 质量 语音 !p301 。 





8.23 掩蔽 模式 通用 子 市 集成 编码 与 复 用 (MUSICAM) 


为 响应 0“ 开 发 数字 音频 编码 标准 ”的 提议 ， 有 14 家 公司 提交 了 提案 。 由 
于 这 些 提案 具有 相似 性 ， 因 此 将 这 些 公司 分 成 了 四 个 研发 小 组 。 最 终 选 出 了 两 种 编 
码 算法 (MUSICAM 一 一 子 带 编 码 ，ASPEC 一 一 变换 编码 ; ASPEC 在 8. 20 节 已 经 介 
绍 过 ) 由 瑞典 广播 公司 〈 位 于 瑞典 斯 德 哥 尔 摩 ) 进行 全 方位 测试 。 根 据 11 种 性 能 
( 除 过 ISO 包 层 协议 的 系统 需求 !2] ) 的 得 分 经 相应 加 权 因 子 加 权 后 得 到 的 平均 分 ， 
掩蔽 模式 通用 子 带 集 成 编码 与 复 用 (Masking - pattern Universal Sub — band Integrat- 
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ed Coding and Multiplexing, MUSICAM) 获得 的 分 数 比 ASPEC 高 近 6% ( 见 表 
8. 5) [D15] ` 

MPEG 音频 [5591 是 两 个 组 联合 的 结果 ， 通 过 结合 两 个 算法 (MUSICAM 和 AS- 
PEC) 最 高 效 的 部 分 得 到 了 一 个 标准 算法 。 

由 法 国 、 荷 兰 和 德国 的 工程 师 !25]1 开 发 的 子 带 编码 方案 MUSICAM 是 基于 人 类 
听觉 感知 的 ， 即 人 耳 的 时 域 和 频 域 掩蔽 效应 〈 见 图 8. 46) 。 

滤波 器 产生 了 音频 信号 的 子 带 信号 〈 对 于 时 域 掩蔽 效应 很 有 用 ) КЕТ 与 音频 信和 号 
的 滤波 并 行进 行 ， 以 对 子 带 进 行动 态 比特 分 配 。 通 过 结合 FFT 的 高 频 域 分 辨 率 和 缩放 因 
子 的 高 的 时 域 分 辨 率 ， 可 以 从 时 域 和 频 域 两 个 方面 精确 估计 出 人 耳 的 掩蔽 门限 。 

滤波 编码 变换 











































分 配 控制 


数字 音频 信号 ' 
48 kHz | 
(| 测定 比例 因子 — 
= marimi 上 
di Ba | 
| nubi 
| | эзли: 数字 音频 信号 

多 

路 

分 1 

用 





图 8.46 MUSICAM 编码 器 (上) 与 解码 器 (F) 流程 图 
(参考 文献 [D11] © 1990 IEEE) 


R85 主观 与 客观 测试 得 分 (参考 文献 [DIS] © 1990 IEEE) 











算法 ASPEC MUSICAM 
主观 测试 3272 2942 
客观 测试 4557 5408 

合计 7829 8350 
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8.24 AC-2 音频 编码 器 


美国 杜 比 实验 室 开 发 的 数字 音频 编码 器 称 作 杜 比 AC -2。 对 于 16 比特 
PCM ， 其 采样 频率 为 32 44.1, 48 kHz， 对 应 的 压缩 率 分 别 为 5.4:1、5.6:1、 


š DI3, D14, DI9, D21, D24 
6.1:1 l » 


-AmA dias lH) Pe S p/m ES aT, HAH FFT 高 效 实现 。 编 














PCM 音 频 输入 | 输入 缓冲 器 和 点 
MDCT/ 
EAA MDST 






































































压缩 的 

变换 系数 子 带 块 
浮 点 压缩 器 

Ë 入 同步 和 3 x 

音频 输出 差错 控制 动态 谱 频 包 络 对 数 

图 8.47 AC -2 数字 音频 编码 需 框 网 
(参考 文献 [D21] © 1992 IEEE) 
量化 的 压缩 的 
编码 
音频 输入 量化 器 
步 长 控制 子 带 块 浮 
谱 频 包 络 对 数 | 点 解压 器 
BS Ny 
POM ESI ug IMDCT/ «— — —4 
IMDST 
图 8.48 AC-2 Ae UE I TEE 4 
(参考 文献 [D21] © 1992 IEEE) 
MDCT/MDST 定义 如 下 
N-1 
C d. 27k _ .. N 
XC(k) = yD ln) cos [20а +m)] £294, -1 


解码 框图 分 别 如 图 8. 47 和 8. 48 所 示 。 正 如 前 文 提 到 的 ，TDAC 和 子 带 分 解 (临界 


频带 ) 是 通过 在 重 丢 块 进行 可 选 的 MDCT/MDST HA, LBM TDAC。 


(8.47) 
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N-1 
XS(k) = y(n) sin[ AZ Cn Р no) | Ей (8.48) 
n=0 


式 中 ,nm = [2 +1]2, 在 TDAC HEAR N ERE tup 2 AN KEN 


PE HE AY 50% 。 由 于 每 一 个 MDCT 或 MDST 仅 会 产生 N/2 个 非 零 变换 系数 ， 因 此 
需要 使 用 变换 滤波 器 进行 临界 采样 。 
IMDCT/IMDST 将 这 些 变换 系数 转换 为 N 个 时 域 交 友 的 音频 采样 点 : 


Kliny = S жне [ика] Е (8.49) 
k=0 


N-1 
£ (n) = Y A5 Ce) sin PT n + no) | n 20,1,,N -1 (8.50) 
k= 


FFT 技术 已 经 十 分 高 效 地 应 用 在 MDCT/MDST 及 其 道 变 换 中 。 若 将 МОСТ 和 
MDST 看 作 一 个 复数 FFT 的 实 部 和 虚 部 ， 则 仅 用 一 个 FFT 就 可 以 实现 这 两 种 变换 。 
这 部 分 内 容 详 见 8. 25 节 和 8. 26 Tr. 


8.25 利用 IFFT 实现 IMDCT/IMDST 


МАЕ ВЕ С (п) Ta^ (n) nf IMDCT/IMDST 得 出 ， 且 可 以 用 
IFFT 如 下 实现 : 


N-1 
&C(n) = Re € ex Pak n+n 
(n) = Re X x° G)esp [Ë (n + no) | 


(У [Goes P] eo (Pri) (аз 


32 пто 
N 





Ex [мх (o exp | Ji 的 IFFT fy 3: 2E, 2 f Hh, IMDST 为 
[Nx (k) exp (Pare i sin IFFT 的 虚 部 ， 或 者 
#(һ) = mer[w Sjap p (8.52) 


式 中 ， metas X°(k) Ж X5(k) 分 别 为 x(n) B МОСТ 和 MDST ( 见 式 
(8.47) 和 式 (8.48) ) 。 
mr [х (k) exp (Pare laa JES PRY, [ИШЕ (8.51) 中 IFFT 的 虚 部 


X. HH, [AS Q) e (PNM) ese REFN, sR (8.52) 中 
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IFFT 的 实 部 为 零 。 

由 于 式 (8.51) 和 式 (8.52) 中 的 两 个 IFFT 输出 分 别 是 纯 实数 和 纯 虚 数 ， 
此 这 两 个 NN 点 IFFT 可 以 合并 为 一 个 复 W 点 IFFT， 相 比 于 式 (8.51) 和 式 (8.52) 
可 以 降低 一 半 的 加 法 -乘法 运算 量 。 图 8. 49 给 出 了 该 过 程 的 框图 。 
证 明 : `4 N =8 时 




















XC(N -k) = - X€(k) k=1,2,…, -1 (8. 53a) 
Xe) =0 (8. 53b) 
X €(0) 一 ——4 EE < xC(0) + jx $(0) 
W" N 
Xea) +X Sa) —— m — x€(1) + jxS(1) 
W no N 
X€(2) +X $2) ——— —— — x€(2) + jix$(2) = x€(1) jx S(1) 
W 3o N 
Xf8)*x58) —* 7" > x€(3) + jxS(3) = x€(0) – jx 50) 
j N 
х4) - IFFT - xC(4) + }х5(4) 
-X ©(3) «X (3) = А z x€(5)* jxS(5) 
-W 2o N ` 
XC) +X SO) Я - xC(6) + jxS(6) =xC(5) — jx S(5) 
р" N 
-X€*(1) +X5(1) : > xC(7) + jxS(7) =xC(4) — jx 5(4) 




















图 8.49 AJH IFFT M IMDCT/IMDST (N=8, no = E +1 y2, 








Wee PN, XE W = W.) 


j2arkn, "^! 
53) = (1, di, dy d3, j, -dř, I. -dř) (8.54) 
k=0 
由 式 (8.53) 和 式 (8.54) 可 知 


[eoe [P | = [XC (0) , XC (1)d, ,X°(2) dy X6 (3)d;,0, 
k=0 


XC(3)d Са xa (8.55) 
Дүр, ХСС) foit, Тхе с exp [PT ases, in 
N-1 
&° (n) = Re Di X°(k)exp(j2mkn)/N) ] Wy" (8.51) 


=0 
&^(n) =Re[XC(O) 1X5 0)d ert + XC (2) dj ef "/N + XC (3) d, cl" 
+XC(3)dz aim 4 XC(2)d7 eT + XC(1) eee 
= Re[ X€(0) 4 (1) ает 4 XC (2) d el + XC (3) d, ef" 
+ XC (3)d; e 9/5 4 XC(2)d? e P" СОТ) ает] 
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= Re[ X°(0) + (сү +сү ) +(e, +c, ) «Ce +c, )] (8. 56) 
其 中 
_ yC j2nnk/N _ N 
c, =X (k)d,e 上 =12 -1 


H n 为 一 个 整数 。 式 (8.56) 方 括号 中 的 求 和 结果 为 实数 。 
类 似 地 ， 对 于 MDST 有 : 
X*(0) =0 (8.57a) 
XS(N-k) = XŠ( k) kb-12,7, 5-1 (8. 57b) 
由 式 (8.57) 和 式 (8.54) 可 得 


[Geo (POON) = 10504. гуа 38 3), A), 


k= 


eA OE Du. (8.58) 


poi ]] 是 共 四 反对 称 的 。 





因此 [Xs (®) ep | 


a(n) = Im У [Kaen 817и (8.59) 


jon" 
N 


#5(п) = Im [X5(1)d e V + Х%(2)4е + X5(3)de " + jX5(4) 
= X8(3)dge™ -X Oder = x*(1)dt e ] 
= In [X3(1)d,e + X5S(2)d,e * + Х5(3) ет +jXS(4) 
- Х5(3)4ў e * - XS(2)dže T eX dre] 
= Im [ (ce; =e) + (G; c2) + (Gs -c3 ) + jXŠ(4)] (8.60) 





其 中 
e, SAS (RE) d m 6-1,2, 0-1 
FFA 为 一 个 整数 ， 式 (8.60) 的 方 括号 中 的 求 和 结果 为 虚数 。 
本 书 第 2 章 式 (2.14) ETERA, AW, x(n) 为 虚 序 列 时 ， 其 
N xd DET 3905 КАО, BH 
N 


ry IN -yN T mp. 
XC €k)--XUCR-E) k-12,9 (8.61) 


这 暗示 了 X'(0) ALATA) 都 为 虚数 。 给 定 a(n) SXT), WA at (n) ex 


(=k), РЕТ 对 称 性 总 结 如 下 : 
数据 域 e DET bë 
SA] e HAXER [ 见 本 书 式 (2.14) MÈ (8.56)] 


2 [x(n) ta" (п) lees TA" (A) XC ( -如 ] 由 线性 性 质 得 出 (8.62) 
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AP, х (n) 为 一 个 复数 。 


虚 序列 < 05 PR [ 见 式 (8.60) 和 (8.61)] 
laln) =x" (n) eU (k) -X" (-4)] (8.63) 


AF, x(n) 为 一 个 复数 。 
H DFT 的 对 偶 性 质 有 : 
Ж Ө ER SFAI 

















Hal) =" (N-n) Je LX (o) 2305] (8.64) 
例如 (0, 1, 2,3,2,1) (9, -4, 0, -1,0, -4) 
dtu bos PK HE Fr: $] 
3[x(n) -x* (N -n)] e LC) =X?" CE] (8.65) 
因此 
实 对 称心 实 对 称 
N N ; N 
x( tn) =*( -n) 或 x(n) =х(№-п) п=1,2,,—5- (8. 66) 


例如 “=(3, 4, 2, 1, 2, 4)" 
虚 对 称心 虚 对 称 (8.67) 
例如 (3，j，P， j4, P. pe G3, -j2, j4, j, j4, - D 
XT MT PK (由 式 (8.66) 和 式 (867) 线性 结合 可 知 ) 
假设 x(0) =x(2> =0， 则 可 推出 DFT 更 多 的 反对 称 性 质 和 及 其 逆 变 换 如 下 


( 见 参考 文献 [IP19] 第 242 页 和 参考 文献 [B23] 第 49 页 ): 





实 反 对 称 e». 虚 反 对 称 (8. 68) 
例如 (0，1, 0，-1) e (0, -j2, 0, j2) 
虚 反 对 称心 实 反 对 称 (8.69) 


例如 (0, j,0, -j) © (0, 2, 0, -2) 
复 反对 称 e 复 反对 称 ” (由 式 (8.68) 和 (8.69) 线性 结合 可 知 ) 
(8. 70) 
例如 (0, 1+j,0, - (14) & (0, 2-32, 0, - 2-32) 


HERR, dESR(S. 68) ~ (8.70) 中 有 X (0) -X'G) zi: 


8.26 利用 IFFT 实现 MDCT/MDST 


通过 将 MDCT 和 MDST 看 作 一 个 复 IFFT 的 实 部 和 虚 部 ， 则 可 用 一 个 IFFT 实现 
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这 两 种 变换 。 由 式 (8.47) 和 式 (8.48) 中 MDCTZMDST 的 定义 可 知 


X*(k) + jXS (k) - EXE (cos [Ea + no) |+ [=й + no) ]) 
N- 


| 
а x(n) exp| 


n= 


321 
N 





(n + no) | 


1 N-1 
= Wo W > x( n) p 


n=0 


Wy IFFT[ x(n) ] (8.71) 


j 
+ 





图 8.50 给 出 了 当 N =8 时 的 流程 图 。 
现 总 结 如 下 ，FFT 及 其 道 变 换 已 经 广泛 用 于 实现 MDCT/MDST 中 的 滤波 器 ， 以 
及 用 于 开发 国际 标准 音频 编码 器 的 心理 声学 模型 。 其 他 应 用 包括 : RELP 声 码 器 / 






































同 态 声 码 器 ，OCF 编码 髓 ， 感 知 变换 音频 编码 器 ，NMBR 评价 方法 等 。 

x(0) > > XC(0) 
W "o 

x(1) = E XC (1x51) 
W- No 

x(2) - E XC (2)4jX5(2) 
W- no 

» > | 5 

x(3) 8 点 | Х©(Зу+Х (3) 

x4) > А XS) 
—W3n0 

x(5) - - XC(3)+jX (3) 
-wo 

x(6) > > XC (2)4jXS(2) 
рупо 

x? —— J| —XC(1)+jXS(1) 























图 8.50 利用 IFFT X MDCT/MDST (N =8, 





no = (Fry, We PIN, 这 里 W = W.) 


8.27 自 相 关 范 数 和 功率 谱 密 度 


在 这 部 分 ， 我们 计算 一 个 随机 变量 的 自 相关 函数 和 功率 谱 密 度 。 
(1) 生成 一 个 N=2000 的 统计 独立 同 分 布 的 离散 时 域 序列 |x,| ， 该 序列 中 的 
元 素 选 自 (-1, 1) 的 均匀 分 布 。 则 序列 (а, 自 相 关 函 数 的 无 偏 估计 定义 为 
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Ry(m) 


0.3 


0.2 


0.1 

















— f 
' 1 
01 7 0 = 
a) b) 
图 8.51 一 个 随机 序列 的 自 相 关 函 数 功率 谱 密度 (假设 /=1) 
a) 自 相关 函数 b) 功率 谱 密度 
N-m 
= 1 = eee 
Ry(m) = (5 _ =) > вы m= 0,1 , ,M 
Í . 
- (у) Y uus Жаку S as лый X73) 


n= [m | 


X, M=50, 计算 Ry(m) 并 画图 ( 见 图 8.5la) 。 
(2) 通过 计算 Ry(m) 的 DFT 来 确定 序列 fx, | 的 功率 谱 密 度 ， 并 画图 。 其 
DFT 定义 为 


M I 
Sy(f) = SE(k) = (2M +1) ADFT[Ry(m)] = Y, К, (т) ер Et. 
т= -М т, 


уел у -M&k, m<M (8.73) 
DFT 通过 FFT 实现 。 
8.27.1 RGR ЮЕ _ 


| "m 白 噪声 滤波 后 的 白 噪声 
一 个 白 随 机 过 程 x(1) 功率 谱 密 度 为 S (f) =1 
图 8.52 VEW AHE 


(f 为 任意 值 ) ， 其 通过 线性 滤波 器 会 产生 一 个 冲 激 
响应 (ILEI 8. 52): 





h (0) [e (8.74) 
(1) 确定 一 个 滤波 器 输出 的 功率 谱 密 度 S (/) ， 并 画图 。 
НОР = | (ee Pa = [ ec Gear = (8.75) 
Е 2 4 + j2nf 
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SQ) SKOENE A =S (D HQ) IP 2 一 (8.76) 
ig + (217) 
因此 ， 当 f=0 时 有 Sy(f) 216, 


(2) 通过 对 Sy Cf) 的 采样 点 做 ТЕКТ 可 求 得 滤波 器 输出 y(r) A ЖНЭСРрА (Л, 
图 8. 53), ， 然 后 画图 。 








傅 里 叶 变换 和 DFT 的 近似 误差 如 图 8. 53 ras, WES A(t) =e 5 (120 时 )， 
则 这 两 种 变换 可 以 得 到 相同 的 结果 。 
Sy(f) Ry(m) 









































-l 0 


c) d) 
8.53 AAR (无 归 一 化 因子 Y/N) 与 功率 谱 密度 
(R (m) FERIS, Sy (f) 越 尖 锐 ; 假定 f=1) 
a) 功率 谱 密度 Sy (f) b) 对 Sy (f) 进行 IDFT 实现 的 自 相 关 
c) 对 图 d 所 示 函 数 进行 ОЕТ 得 到 的 功率 谱 密度 “”d) 利用 函数 “xcorr (h)” 计 算 的 自 相 关 
































8.28 三 维 人 脸 识别 


在 参考 文献 [LAT] 中 ， 多 种 利用 DET 或 DCT 基于 投影 的 特征 被 用 于 已 注册 
人 脸 的 三 维 扫描 结果 中 来 进行 人 脸 识 别 。 特 征 提取 技术 被 用 于 已 注册 人 脸 的 三 种 不 
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同 表示 ， 即 三 维 点 云 、 二 维 深度 图 和 三 维 voxel ( 即 体积 元 素 ) ( 见 表 8.6) 。 
表 8.6 用 于 三 维 人 脸 识别 的 表示 方法 和 特征 (参考 文献 [LAT] © 2006 SPIE) 
表示 方法 特征 
二 维 DFT 


三 维 点 云 - ICA. (独立 成 分 分 析 ) 
* NNMF (ЗЕТЕ) 


全 局 DFT 

”全 局 DCT 

- RIE DET (特征 级 处 融合 ) 
- IRIE DCT (特征 级 处 融合 ) 
- XXE DET (特征 级 处 融合 ) 
- IRIE DCT (特征 级 处 融合 ) 
- ICA. (独立 成 分 分 析 ) 

- NNMF (ЗЕЕ) 


三 维 voxel 表示 方法 .三维 DFT 

















二 维 深度 图 




















利用 三 维 DMA AJ ds LA81 , Dutagaci, Sankur 和 Yemez К 
识别 时 多 种 特征 的 性 能 ( 见 表 8.7) 。 该 数据 库 包 含 了 106 种 人 脸 扫 描 结 果 。 关 于 
训练 、 测 试 数据 及 每 个 人 所 需 样 本 数 (这 也 为 提高 识别 性 能 的 建议 ) 详 见 参考 文 
BK [LAT], 

Wu 和 Zhao [1 描述 了 基于 FFT 的 新 的 精确 测量 电子 功率 谐 波 的 方法 。 

表 8.7 识别 性 能 与 特征 数 (参考 文献 [LA7] © 2006 SPIE) 























表示 方法 特征 特征 数 识别 精度 (96) 
二 维 DFT 2 x400 -1=799 95. 86 
三 维 点 云 ICA 50 99. 79 
NNMF 50 99. 79 
全 局 DFT 2x8x8-12127 98. 24 
全 局 DCT 11 x11 =121 96. 58 





_ | 20x20) Ж (121758), 
YE DFT (特征 级 处 融合 ) s Ç r 98. 76 














| (20x20) Ж (12 个 块 )， 
DCT (特征 级 处 融合 98. 24 
块 基 (特征 级 处 融合 ) 每 个 块 为 (3x3), JE 108 








二 维 深度 图 





20 x20) 块 (12 个 块 )， 
块 基 DFT (特征 级 处 融合 ) ^ om A 98. 13 


























| Е (20x20) Ж (12418), 
: DCT (特征 级 处 融合 97. 82 
RESUME] 每 个 块 为 (6 x6) ， 共 432 




















ICA 50 96. 79 





NNMF 50 94. 43 














三 维 voxel 表示 方法 三 维 DFT 2х4х4х4-1=127 98. 34 
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8.29 二 维 多 采 样 率 处 理 


本 节 ， 我 们 回顾 一 下 二 维 多 采 样 率 系统 的 基本 内 容 '"”] Р AE h ра 8 
的 信和 号， 术语 “多 采样 率 ” 是 指 在 系统 中 不 同 的 点 处 的 信号 采样 率 也 不 同 。 对 于 
二 维 信号 ， 我 们 用 “多 采样 率 ” 表 示 在 系统 的 点 阵 上 ， 信 和 号 定义 不 同 ， 而 与 点 阵 
坐标 轴 的 物理 意义 无 关 。 

整数 点 阵 (integer lattice) A 定义 为 所 有 上 整数 向 量 n = (ni, n)" 的 集合 。 采 
样 后 的 子 点 阵 1 对 应 于 采样 矩阵 [D] ， 为 整数 向 量 m 的 集合 ,满足 下 = [ Dn. 
考虑 如 下 的 采样 矩阵 [D]: 

[p] «ta «( 1 lj (8.77) 

点 阵 4 Fill A; p WIE 8. 55e 所 示 。 点 阵 A 为 空心 和 实心 的 小 圆圈 ， 子 点 阵 Ay p) 
为 实心 的 小 圆圈 。 为 了 更 合理 地 定义 子 点 阵 ， 采 样 和 矩阵 必须 是 非 奇 异 的 ， 且 其 元 素 
必须 为 整数 。 对 于 一 个 子 点 阵 ， 可 以 有 无 限 多 个 采样 矩阵 与 之 相对 应 ,而且 其 中 任 
意 一 个 矩阵 都 可 以 通过 其 他 和 矩阵 右 乘 一 个 行列 式 为 +1 的 整数 矩阵 得 到 。 一 个 子 点 
阵 的 陪 集 是 由 子 点 阵 经 移 位 向 量 移 位 后 得 到 的 ， 因 此 对 于 A, р = | det 
([D]) 1 个 不 同 的 陪 集 ， 且 其 并 集 恰 好 是 整数 点 阵 A4。 我 们 将 向 量 上 与 某 一 个 特定 
的 陪 集 一 并 称 为 一 个 陪 集 向 量 。 


8.29.1 上 采样 与 内 插 
考虑 采样 因子 为 D 的 上 采样 ，x(n) 的 上 采样 y(n) 为 





ave NM D Mee zi (8.78) 
ZN Ny 
则 上 采样 信号 y(n) AY DFT 为 
Y (c) = XF([D]' e) e [^ (8.79) 
0» 
Y(z) = X(zl?]) «n (8. 80) 
Z2 




















对 信号 进行 上 采样 在 信里 叶 变 换 域 的 表现 为 是 特征 范围 的 减 小 (例如 通 带 ) 
以 及 方向 的 偏 移 。 正 如 图 8. 54 灰色 区 域 的 运动 方式 所 示 ，X*(w) 的 一 个 完整 周 
期 ， 即 一 个 单位 频率 单元 |we[ -т,т] x[ т, т) | 映射 到 了 基带 区 域 . 
ро: wel -n,n]x[-m,n]| (8. 81) 
fin, 2710] = (0, ], W 
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a) b) 
图 8.54 将 一 个 频 域 的 单位 周期 移动 至 基带 与 对 图 像 进 行 1: 2 上 采样 ， 


] -1 
11" =, |) 


а) 灰色 的 区 域 为 一 个 单位 周期 




















b) 斜 线 阴影 部 分 是 由 上 采样 造成 的 ， 需 要 滤 掉 ;完整 的 图 像 共 有 D 个 (D= 1 det [D] | =2) 











у (в) 
DNE 
1 1 = 
T 2T 
(新 ) (IE 
2 
posto osf 71] [57 | (s 
1 |) 
3 
其 中 心 为 原点 ， 单 位 品格 映射 到 了 基带 区 域 的 周围 。zF(w) 中 存在 D 个 (对 于 我 


们 的 例子 ，D =2， 灰 色 正 方形 区 域 和 剩余 区 域 如 图 8. 54b 所 示 ) X (e). 一 个 周期 
的 完整 图 像 .3]。 
一 个 上 采样 器 后 接 一 个 仅 能 通过 一 是 图 像 的 滤波 器 称 为 内 插 器 。 
IÈ (8.81) 中 的 映射 用 于 上 采样 也 可 以 如 下 表示 [3]。 这 两 种 表示 法 都 有 其 
作用 。 通 过 观察 式 (8.78) Ast (8.79) 的 傅 里 叶 关 系 可 以 看 出 ， 图 8. 54а 中 灰 
色 正 方形 区 域 为 





|-T-€oe,€m|ü|-mxo,zm| 单元 频率 单元 (8. 82) 
映射 到 了 灰色 方形 (平行 四 边 形 ) 区 域 为 
| -Tdnow *dj,0, ST) N| -mTdj09, + 00 ST} (8. 83) 
其 中 
di 4 
[D] -( J (8.84) 
d, d> 
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n, 





[р;1=[ 2| | 


е) 


а) 水 平 下 








g) 上 采样 图 f 中 的 采样 点 移 回 


注 : 图 a~d 下 采样 率 为 2:1; Afg PRP 


图 8.55 











n, 


f) 





不 同 采样 率 的 上 采样 和 下 采样 


TT 


(1) wie co) (0 5) 



































FEM 1 -1 
4 下 采样 [D] = [0] -( 








f) 下 采样 后 移动 采样 点 








matod |, ;) 





# 和 上 采样 率 都 为 3:1 
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8.29.2 下 采样 和 抽取 
x(n) 的 [D] - 重 下 采样 y(n) 可 表示 为 
y(n) =x([D]n) zi (8. 85) 


2 
AF, [D] RARE (sampling matrix) ， 且 是 一 个 非 奇 异 2 x2 BREE, 2 
AE: 下 采样 因子 D= | det [D] 1 。D 的 倒数 是 采样 密度 〈( 即 采样 率 ) 。 则 下 
采样 信号 y(n) 的 DFT 为 


D-1 
Y (e) = 5 3X CLD]T) (o - 2+tki) ) (8.86) 
1=0 


存在 DD 个 陪 集 向 量 与 陪 集 [D]" 相关 。 

类 似 式 (8.81), X" (cw -2md,) 映射 至 相同 的 区 域 , 1=0，D -1。 该 区 域 为 
| [D] o we вл | (8. 87) 
[808.5] 4X" (w-2mdo) =X" (e) 时 ， 有 : 


too pn ar (1 -1Y 0 (т 
pius e 
"n [Ж ST а 
иза аже ale) ey 


考虑 采样 矩阵 [D] zi |) (лр 8. 56 和 图 8.57) ， 首 先 我 们 选择 一 个 


完整 的 与 Ac mr 相关 的 陪 集 向 量 集合 ko HIT Idet(D)T1 =3， 因 此 有 3 个 不 同 的 陪 














单位 元 为 二 维 周 期 的 
Po, АР ”情况 下 两 边 相 接 AP, 





a) b) c) 
2 1 
-1 1 


(参考 文献 [F28] © 1991 IEEE) 
a) 基带 区 域 b) EAW AP, c) SET AP, 


0 1 2 
ky = D k, = 9 k, = (| (8. 88) 





图 8.56 [D] = | Jima P БИЛЕЙН, AP, 和 AP, 
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第 二 步 是 确定 2 ( [D]7) !k, WE S win, 








T 
D» 





2 1 
图 8 57 REEM [D] «(5,1)» (а, в) emet 
RE 

















lm 











用 于 一 个 多 相 的 环境 时 ， 其 被 称 为 [D] 的 多 相 移 向 量 ) 


mat do 1 
(LDs] ) а | (8. 89) 


一 般 情况 下 有 下 列 结论 成 立 : 由 ОАР, ЖАР, 定义 的 频率 区 域 是 通 带 〈 见 图 
8.58) 。 








a) b) c) 





1 -1 
图 8.58 将 单位 周期 移动 到 基带 与 图 像 上 采样 [D17 = |) 
(图 <。 所 示 图 像 灰色 区 域 是 由 上 采样 造成 的 ， 需 要 滤 除 ) 


对 于 2:1 的 下 采样 率 无 重 羡 时 的 频率 划分 的 情况 ， 当 正方 形 区 域 顺 时 和 针 旋 转 
时 ， 其 面积 缩小 至 原来 的 一 半 。 灰 色 区 域 是 通 带 。 在 本 书 图 5. 36b 中 我 们 已 经 见 到 
DFT 几何 带 状 滤波 的 频率 划分 方式 。 
1 1 1 1 
OER PaRa |) (8. 90) 
下 面 的 基本 性 质 定义 了 一 个 可 行 的 通融 。 令 P 表示 通 带 频率 的 集合 ; АР, 表示 
Ki P TOES 20 ([ D] 1) !k 平移 后 的 集合 ,1 =1，…, D-1, WA: 
P-i([D]T) !e:eoe[ -m,u] x[ -т,т]} 





即 (01) "es o1 2 (7)-(7 (8.91) 
T 0 
AP, =|@:@+2n((D]")~'k,eP} 1=1,…,D-1 (8.92) 


Wi] P 与 任意 AP, 的 交集 必 为 空 集 ， 即 
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PNAP,=® 1=1,…,D-1 (8.93) 
fW], ТЕЙ Е ЖЕЙ җе EL, PO ЊАН 
隔 为 重合 偏 移 值 的 两 个 频率 ， 则 该 通 带 是 不 可 行 的 ， 因 为 这 两 个 频率 在 下 采样 过 程 
中 会 重 又 。 与 形状 无 关 ， 一 个 可 行 的 通 带 不 得 大 于 单位 频率 单元 的 1⁄D 倍 。 

令 符 号 会 表示 一 维和 二 维 表 达 式 之 间 的 关联 性 。 














y(n) 2xCLD]n) y(n) 2x(2n) (8.94) 
1 n e Atp] 
Sin) =}, ety 
DES ases. d pm 
Sip (n) = 万 И "es (bore) (8.95) 
w e “Prod, 
erp (@) = [p] E. ehreorg, (8.96) 
dj di 
[D] =(d,,d,) ,d, = ,d, = (8.97) 
dy, d» 
式 中 ,qd 为 [站 的 第 大 列 。 
D-1 
sto (n) = EY Leo (2k) ] °" (8.98) 


1=0 
式 (8. 94) 中 的 下 采样 信号 y(n) 可 以 通过 两 个 步骤 得 到 ,首先 将 x (n) sgp (n) TH 
乘 得 到 一 个 中 间 信 和 号 , 即 











w(n) =x(n)S_p) (n) (8.99) 
УАН FRE, КРЕМ КЭ! f — P — Hefe ЛЕРОН , OGO] 
1 D-1 P 
w(n) = — 2,x(n) Lei (27k) ] 
D 1=0 
做 2 变换 可 得 
D-1 
W(z) - LÀ X[erp (27k, )z] (8. 100) 
l= 


0 
由 于 w(n) DUE A p EASES AY, UE w(n) E x(n) WE, A: 
Y(z) = 2 yon" = XY'a([D]n)z = Dl [D] mye" (8. 101) 
将 m=[D] nA, 得 


Y(z) = У (т)? = У w(n)z U^ (8. 102) 
mcA neA 
= У (и) (zt?!) = w(z?7) (8.103) 


neA 


因此 ， 根 据 式 (8.100) 可 得 


D-1 
уба) = FE Xl erpa Qm)?" (8. 104) 
120 
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D-1 
Y(z) - D Xle PDI piny (8. 105) 


D- 
Ү (w) = D [D^ 1) e - 2«([D7* ]') kj) (8. 106) 


多 采样 率 认 证 (通常 称 为 权威 认证 (noble identity) ) ， 在 分 析 多 维 多 采 样 率 系 
统 时 是 一 个 很 有 用 的 工具 。 其 分 析 部 分 如 图 8.59 PR, Hlo) 和 [D] 分 别 为 一 
个 二 维 滤波 器 和 一 个 2 x2 的 下 采样 矩阵 。 有 了 多 采样 率 认 证 ， 滤 波 器 和 下 采样 矩 
阵 的 顺序 可 以 互 换 。 这 是 因为 若 一 个 系统 的 Z 变换 为 zt 中 的 函数 ， 则 其 有 一 个 

4 让 上 的 非 零 冲 激 响 应 。 类 似 可 知 其 综合 部 分 [28, 791 

—(@—{[ х= = pero) 
D 

图 8.59 多 采样 率 认 证 
(参考 文献 [F32] © 2009 IEEE) 


定义 8.1 SE [D] 第 1 列 由 d) 给 出 ， 则 z[21 可 定义 为 一 个 向 量 ， 其 第 7 
列 元素 由 下 式 给 出 : 








z =z% (8. 107) 
[518.6] + 


21 el" Q1 2 2 
«M el ) n = aay [| |) 
2, eh? (5 Е 


则 向 量 2?) ЕЖЕН FORE 


ay = z =е'® = 6091-90) = zz7! (8. 108) 
25 = zt = eje d = ej(2ol +0) = 241 (8. 109) 
2.-—1 
Ыйы] (8. 110) 
221 
Zul 
H(z) Q H| 1° (8. 111) 
221 


注意 ,由 于 [D] 是 一 个 矩阵 ， 因 此 zt 中 被 映射 为 一 个 向 量 ;又 因为 d, 为 一 个 向 
量 ， 因 此 zx? 被 映射 为 一 个 复数 。 

定义 8.2 一 个 广义 梅花 形 采 样 和 矩阵 (generalized quincunx sampling matrix) 所 
有 元 素 都 为 1， 其 行列 式 为 2。 典 型 的 梅花 形 采 样 矩 阵 为 


1 1 1 -1 
[Q] E 1 [05] A lJ (8.112) 


[Q,] 是 这 种 情况 下 最 常用 的 矩阵 ， 因 此 在 下 文中 奋 没 有 特定 的 说 明 ， 我 们 将 
默认 使 用 它 。 梅 花形 下 采样 来 源 于 一 个 下 采样 旋转 表达 式 。 
当 对 一 个 通 带 的 频率 表达 式 进 行 下 采样 时 ， 我 们 需要 从 上 和 采样 做 起 (DLE 
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8.60), 
上 采样 重 采样 重 采样 
П.) Ө) 0) 
n [Cro [А о (ГА D'o (10117)! 
图 像 тот! [R] !n [Ri]n [0] 


图 8.60 ”对 该 带 限 信号 进行 下 采样 会 将 其 变换 延伸 到 整个 单元 格 
( 见 式 (8.82) EM) F, ARAIRG 
一 个 重 采 样 的 矩阵 具有 单位 模 。 一 个 单位 模 矩 阵 仅 含 有 0、+1 和 -1 元素， 
其 行列 式 为 + 上 1， 其 逆 和 矩阵 也 具有 单位 模 。 那 么 有 : 


1 1 1 -1 
[Ri] zt |) [R5] z^ 1 J 


1 0 1 0 
[А | | 1 [R4] | j (8. 113) 


д, [R,] 叫做 重 采样 矩阵 (resampling matrix) ЗХР ИЕ (diamond - con- 
version matrix) ,1=1，…，4。 将 每 一 个 和 矩阵 应 用 到 鞭 形 通 带 上 可 得 相应 的 平行 四 
边 形 通 带 ( 见 图 8. 61) 


$- UJ М a 














[Ri] [R3] [Rol [RÀ 
[R3]" [Ri [Ral [R,]' 
[Ro]! [R]! [Ri [R] 
(ao? «er^ er» (RID 

图 8. 61 ”一 个 莹 形 的 通 带 和 四 个 [R,] 平行 四 边 形 通 带 , i21, 5, 4 


























(每 个 矩阵 下 列 出 了 三 个 等 价 的 关系 式 ) 
(参考 文献 [F31] © 2004 IEEE) 








8.30 快速 均匀 离散 曲 波 (curvelet) 变换 (FUDCuT) 


小 波 分 析 方 法 在 表示 具有 孤立 奇异 点 的 物体 时 很 有 效 ， 而 兰 波 (ridgelet) 分 
析 方 法 在 表示 具有 线 状 奇异 点 的 物体 时 很 有 效 555] 。 可 以 粗略 地 将 ridgelet 看 作 沿 
某 条 线 串 联 的 一 维 小 波 。 因 此 在 图 像 处 理 中 使 用 ridgelet 的 动机 是 ， 图 像 中 的 奇异 
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点 通常 是 沿 着 某 个 边缘 或 轮廓 连 成 一 条 线 的 [341 。 

由 于 在 二 维 信号 中 ， 点 和 线 是 通过 Radon 变换 相关 联 的 [zl (Radon 变换 中 一 
个 点 对 应 于 自然 图 像 的 一 条 线 ) ， 因 此 小 波 和 ridgelet 变换 通过 Radon 变换 相关 联 。 
在 二 维 情形 中 ，ridgelet 分 析 方法 能 够 高 效 地 处 理 线形 的 情形 ， 而 小 波 分 析 方 法 不 
能 有 效 的 处 理 沿 着 线 和 轮廓 的 奇异 点 。 


8.30.1 Radon 变换 





一 个 函数 / (x, y) 的 连续 Radon HR, WER, G, 0), ERMA (х, y) 

空间 域 与 y 轴 夹 角 为 9 并 与 原点 距离 为 1 的 直线 的 线 积分 [%,; M1， 数学 上 可 写 为 
R,(1,0) = f[ fo 8 cos y sin 0 — t) ахду 
-o «i«o, 0x0«m (8. 114) 

AH, S(t) 为 狄 拉 克 (Dirac) 8 函数 。 在 数字 域 这 相当 于 位 于 一 条 特定 的 线 上 的 
像素 之 和 ， 该 线 由 截 距 上 和 倾角 Ө 所 定义 (MATLAB 中 命令 为 “radon”，“ ira- 
don”). 

需要 注意 的 是 ， 将 一 维 传 里 叶 变 换 用 到 Radon 变换 R (1, Ө) 上 相当 于 极 坐标 
情形 下 的 二 维 傅 里 叶 变 换 。 有 具体 来 说 , S F'(o,, o) 为 f(x, у) ЇЙ E 
变换 ， 在 极 坐 标 情 形 下 ， 我 们 写成 Fi (6, 0) = F'(£cos 0, ésin Ө), WA: 


Е" (Ecos 9,ésin Ө) = 一 维 FT[R,(1,0)] = JR, (1,8) expC- jt) di 















































(8.115) 
这 便 是 非常 著名 的 投影 切片 (projection - slice) 理论 ， 用 于 基于 投影 方法 的 图 
像 重 建 1"36, 86] 。 类 似 地 ， 对 一 幅 图 像 的 二 维 伟 里 叶 变 换 做 一 维 傅 里 叶 逆 变换 可 以 
产生 该 图 像 的 Radon 变换 。 与 一 般 情 况 下 的 逆 变 换 不 同 ， 该 一 维 伟 里 叶 逆 变换 定义 
为 沿 着 (oí, €.) 傅 里 时 域 与 o, WEAN 0 直线 的 线 积 分 。 其 中 ， 逆 变换 对 于 每 
个 0 应 用 于 每 一 条 线 可 得 二 维 Radon 变换 数据 。 这 种 关系 将 被 用 于 推导 ridgelet ZË 
换 ， 从 而 进一步 推导 curvelet 变换 。curvelet 变换 将 于 本 节 后 面 的 部 分 介绍 ( 见 图 
8. 62) 。 


8.30.2 FR (ridgelet) 变换 


UK (ridgelet) 变换 1536]1 恰 好 是 一 维 小 波 变换 在 Radon 变换 片上 的 应 用 ， 其 
夹 角 9 恒定 ,1 是 变化 的 。 为 完成 ridgelet 变换 ， 我 们 必须 沿 着 Radon 空间 中 的 径 向 
变量 方向 做 一 维 小 波 变换 ， 即 

Ri(a,b,0) = [| wa COR, (1,0) dt (8.116) 
其 中 一 维 小 波 定 义 为 



































第 8 章 应 用 263 









Radon — ҤЕ 


а= 2 
* —H BEER 


ridgelet 
域 











图 8.62 各 种 变换 之 间 的 关系 (Radon 变换 相当 于 将 一 维 伟 里 叶 变 换 应 用 在 二 维 傅 里 叶 变换 片上 ， 
ridgelet 变换 相当 于 将 一 维 小 波 变换 应 用 在 Radon 变换 的 片上 。 需 要 注意 的 是 在 本 节 内 容 中 ， 
Radon 变换 是 使 用 二 维 傅 里 叶 变 换 来 计算 的 ， 而 不 是 直接 计算 的 ) 
(参考 文献 [ЕЗ6] © IEEE 2003) 



























































№600) -ay(—) (8.117) 


式 中 ，a =2"， 表 示 尺 度 扩张 ; Б = 00", Жл Ж HF, т 为 级 别 指数 ，m #l k 
均 为 整数 。ridgelet 变换 在 检测 给 定 长 度 的 线 方面 是 最 优 的 ， 线 的 长 度 即 为 块 的 
尺寸 。 

ridgelet 变换 恰好 是 一 维 小 波 变 换 在 Radon 变换 片上 的 应 用 。 因 此 ， 有 限 ridge- 
let 变换 ( Finite Ridgelet Transform, FRIT) [F33] 相当 于 将 有 限 Radon 变换 (Finite 
Radon Transform, FRAT) 9?! 应 用 于 整 幅 图 像 后 对 每 一 行 做 小 波 变 换 。 首 FRIT 
(Inverse FRIT, IFRIT) 相当 于 反 向 执行 上 述 过 程 ， 先 对 每 一 行 做 逆 小 波 变 换 ， 然 
后 对 整个 图 像 做 逆 FRAT (Inverse FRAT, IFRAT) ( 见 图 8. 63)。 


8.30.3 ШЖ (curvelet) 变换 
曲 波 (curvelet) 变换 fr45] 首先 进行 a SFLU! | RIG A E 
ridgelet 变换 。 


站 多 孔子 带 滤 波 算 法 可 以 很 好 地 适应 数字 curvelet 变换 。 该 算法 将 Nx N 的 图 
RL 分解 为 如 下 的 营 加 形式 . 








M 
(х,у) = ci(%,y) + Dw (xy) (8. 118 ) 


т=1 


AF, c 为 原始 图 像 1 的 一 个 粗略 或 模糊 的 样本 ; w,, 表示 了 图 像 1 在 2-" 级 的 细 
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(NXN 
FFT 


ZS 











图 像 


ЖЕТ 
(NXN) I 






2N 条 线 





Tidgelet 变 换 


Radon 变 换 
Q NA М (2NX2N) 





频率 
[£8.63  ridgelet 变换 流 图 〈 傅 里 叶 域 的 2V 条 放射 状 (radial) 线 是 分 开 处 理 的 。 
沿 着 每 一 条 放射 状 线 做 一 维 传 里 叶 闭 变换 ， 然 后 再 做 一 维 非 正 交 小 波 变换 。 在 实际 
应 用 中 ， 一 维 小 波 系 数 是 在 傅 里 叶 空 间 直接 计算 得 出 的 ) 
(参考 文献 [F35] © IEEE 2002) 
节 。 因 此 ， 该 算法 输出 为 (M+1) 个 WxN 的 子 带 阵列 。m 21 级 对 应 于 图 像 质 量 
最 好 的 级 ， 即 含有 最 高 频率 级 。 
该 算法 最 简 可 如 下 描述 !55] 。 
(1) ЛЕЛ М5 a EILE (MA NxN TEI) ( 见 图 8.64) 。 
(2) 设置 块 大 小 B = В. (例如 ，B =16)。 
(3) 对 于 m=1，2,，…，M 的 每 一 个 子 带 有 : 
1) 将 子 带 分 割 为 p. 大 小 的 块 ， 对 每 一 个 块 应 用 离散 ridgelet 变换 ; 
2) Æ mmodulo2 =1 (或 m 为 奇数 )， 则 下 一 个 子 带 块 大 小 为 B, ,1 =2В„; 
3) 否则 B. =8В, 
[5018.7] 对 于 一 幅 Nx N 大 小 的 图 像 ， 每 一 个 子 带 也 为 同样 的 大 小 N x N. 
令 分 级 数 MM=5， 块 的 大 小 为 Bl 。 当 m=1 HE, KTE m = 1 分 成 大 小 为 B, 的 块 并 
В, =2B|。 当 m=2 时, B;=B,。 当 m=3 时, B, =2B,, `4 m =4 BF, B; = By 















































 ” 原 书 此 处 错 印 为 偶数 。 一 一 译 者 注 
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二 维 小 

E I 波 变换 
(128 X 128) LX = 

波 变换 


(B3XB3) 二 维 FFT 








EE I TD АУ БЫШ ШН ШЫ ЫШ, 
mm тер mm END EP J JE GENS , 
AER AE дё DET rca SONT БЫУ ЫШЫ, 
PX SF ЕРТ cxE x2 
ситно моло Ию Мо о Ут ЛЕ 1 
Ar Аис m, —— 
(B,X B.) = 16X16 












m=2 
(Вх Bj) = 32x32 







т= 3 
(В; X Ву) = 32X32 


ridgelet 
变换 


这 部 分 是 为 ridgelet 变 换 并 与 图 8.63 所 示 一 至 
图 8. 64  curvelet 变换 流 图 (该 图 说 明了 将 原始 图 像 分 解 为 若干 子 带 并 对 
每 个 子 带 进 行 空域 分 割 的 过 程 ， 然 后 对 每 个 块 做 ridgelet 变换 ) 
(参考 文献 [F35] © IEEE 2002) 























第 一 代 curvelet 变换 于 2003 年 进行 了 更 新 [24] ridgelet 变换 被 取缔 了 。 这 减 
少 了 变换 的 元 余 度 而 且 增 加 了 运行 速度 。 这 种 新 的 称 为 第 二 代 curvelet 变换 的 方法 
使 用 了 紧凑 的 框架 。 在 这 种 紧凑 的 框架 下 ， 一 个 单独 的 curvelet 变换 在 频 域 的 一 个 
抛物 面 模 形 区 域 拥有 一 个 频率 载体 ， 如 图 8. 65а HRE, 

建立 上 述 结构 的 主要 思想 是 将 任意 二 维 函数 分 解 至 频 域 严格 带 通 的 空间 中 。 这 
些 函 数 空 间 的 载体 形状 都 是 同心 钢 形 ( 见 图 8.65a)。 每 一 级 每 一 个 方向 上 的 curve- 
let 系数 佑 计 为 给 定 二 维 函数 与 带 限 curvelet 函数 的 内 积 。 该 带 限 函 数 的 中 心 在 一 个 
网 格 上 ， 网 格 与 频 域 curvelet 的 模 形 载体 成 反比 ( 见 图 8. 65b) 。 假 设 我 们 有 两 个 平 
滑 函 数 ТИ Т У, WEITERE 098), 





Y mo”) =! (8.119) 


m = —% 


> V(s-1) 21 (8.120) 


1= -ә 
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图 8.65 空域 和 频 域 curvelet Fr 
(参考 文献 [F24] © 2006 工业 与 应 用 数学 协会 ) 
a) 频 域 平面 的 片 〈 在 频 域 ， 一 个 单一 curvelet 在 一 对 横 形 区 域 有 频率 载体 ) 























b) 在 给 定 缩放 因子 m 和 方向 1 下 curvelet 的 空域 网 格 


curvelet BS Asi KZ U, (r, Ө) 定义 为 如 下 傅 里 时 域 关 于 > 和 9 的 极 坐 标 
形式 : 








U, (r,0) = 2 -3m/4 W(2-"r) v [252 6) (8. 121) 
T 


RP, | m/2 | 为 m/2 的 整数 部 分 。U,(r，6) 的 载体 是 两 个 灰色 同心 机 形 (CRE 
Ж) 中 的 一 个 ， 如 图 8. 65a 所 示 。 为 了 得 到 curvelet 的 实数 值 ， 频 域 对 称 窗 函 数 p， 
(r, 0) 定义 如 下 : 
$9, (7,0) 2U, (7,0) +0, (7,0 +7) (8. 122) 
回忆 一 下 本 书 第 2 章 式 (2.14) PHARE, AA BURP ESS m 级 第 
一 个 方向 上 的 curvelet 函数 o, (00) = 0, (r,b) 。 在 频率 平面 ， 每 一 个 curvelet 方向 
以 二 = (m, D 为 索引 。 在 每 一 级 m 具有 的 方向 个 数 是 2."”?1。 在 第 mn 级 上 ，cur- 
velet 方向 1 是 通过 将 curvelet 窗 函 数 Ф, (r, Ө) 旋转 产生 的 ， 旋 转角 度 为 0, = (1 - 
1j2g2-l»?1. ED. 121. 9. 5, 2702, 
粗 尺度 curvelet PK ži HH ТРА W (r) 表示 为 wo (о) Wr), H K 
(8.119) 和 式 (8.120) "Р W(r) 和 V(0) 函数 的 定义 可 知 ， 函 数 go (o) 与 经 缩 
放 后 的 e) (o) 对 于 所 有 的 w 合并 为 一 个 。 其 中 , w= (oí, о) 是 二 维 频率 


x EL 
变量 。 


curvelet 变换 1 在 图 像 处 理 中 已 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 因 为 它 被 证 明 在 表示 有 
两 个 变量 的 函数 时 是 最 优 的 。 除 沿 曲线 C? 的 一 段 是 不 连续 的 (一 个 C^ 类 的 函数 
是 二 阶 连 续 可 微 的 ) 该 函数 是 光滑 的 。curvelet 变换 在 多 种 图 像 处 理应 用 中 具有 很 
好 的 性 能 ， 尤 其 对 于 具有 边缘 的 图 像 。 这 些 应 用 包括 : 去 噪声 ， 去 卷 积 ， 天 文 图 
像 ， 成 分 分 离 〈 见 参考 文献 [F25 ] ) 。 其 离散 情形 是 基于 FFT 实现 的 ， 称 为 快速 均 


J 
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JES BM curvelet 变换 (Fast Uniform Discrete Crevelet Transform, FUDCuT) 。 

FUDCuT 是 一 个 可 逆 的 多 分 辩 率 方向 性 变换 ， 从 根本 上 说 ， 它 是 用 滤波 器 库 在 
频 域 实现 的 连续 curvelet 变换 。FUDCuT 正 向 变换 的 实现 步 又 如下: 首先， 将 二 维 
数据 (HER) 通过 FFT 变换 到 频 域 ; 其 次 ， 通 过 使 用 curvelet 窗 可 得 到 频 域 curve- 
let AA; 最 后 ， 通 过 应 用 IFFT， 可 以 得 到 时 域 curvelet 系数 。 逆 变换 可 以 简单 地 通 
过 将 这 些 步 又 反 向 执行 得 到 。 该 变换 有 单 边 频率 载体 ， 导 致 得 到 的 系数 为 复数 。 
FUDCuT 分 解 的 一 个 例子 如 图 8. 66 所 示 ，Lena 图 像 被 分 解 为 两 级 ， 分 别 含有 6 个 
和 12 个 方向 的 子 带 。 





P 
(т,л) 
= >k 1 
1 
а) b) 


6 个 方向 12 个 方向 





c) 
[8.66 快速 均匀 离散 curvelet 变换 (FUDCuT) 的 一 个 例子 (方向 的 个 数 随 着 频率 























的 增加 而 增加 。 每 一 个 通 带 区 域 可 以 有 3 x2”( 缩 放 因 子 m=1, 2) 个 方向 ) 
(参考 文献 [F26] © 2009 IEEE) 
a) Lena K b) FUDCuT 的 一 种 频率 分 解 (缩放 因子 m=2, 方向 1=12) с) Lena 图 像 的 FUDCuT 系数 


FUDCuT 的 正 向 和 反 向 变换 的 实现 步骤 如 下 [25] 。 
(Т) 将 二 维 图 像 x(nl ，n,) 通过 二 维 FFT 变换 到 频 域 
X" (Ek, ,k,) = 二 维 FFT[ x(n, ,n,)] 
(2) FERAY XP (ki, hy) PUFA BPR UnC ki, ka) 进行 加 窗 处 理 得 到 频 域 中 
第 mn 级 , 方向 1 上 的 系数 ， 即 
CL ki sky) т Un (ki sk) X" (k, wk) 
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式 中 ， 窗 函数 Un (ki, ky) 定义 为 以 下 两 个 窗 函 数 的 乘积 
U, (ki , ) = W, n hy shy) Vin Ay ka) 
窗 函 数 W (ki, k,) 定义 为 
Win (ki, ky) т Ф? +1 (ki, ky) -Фф» (ki, ky) 





Crp 


N 


n (ki, ky ) =o (27k, ) 中 (2^"k,) 
函数 p(k) Е. iod 从 出: 
数字 “3” 表 示 周 期 有 三 个 部 分 


1 EIE 
(k) = a (3lol Am 
[т (Se -1)] PT ure (8.123) 
0 其 他 








数字 “2” 表 示 将 窗口 的 水 平 线 延 仲 并 用 一 条 和 斜 线 将 两 个 部 分 连接 
图 8. 67 给 出 了 Meyer fi PA, Ah, fal PAI 函数 V. (ki, k,) ( 原 书 错 印 为 V, ， 
(А, Б). й) 定义 为 


у) ed (ant n 
2 
式 中 ,| m/2 JRR m/2 的 整数 部 分 (例如 ,| 5/21 =2) 。 


0(0) дв) 
1 1 
0 0 
@ o 
_4т _2т 0 2л 4т _4n _2т 0 2n 4n 
3 3 3 3 3 3 3 3 


8.67 Meyer fa PK% 


(3) ҸЕ т=1, +, M,lz1, =, L, ВЫ m 级 、 方 向 1 的 curvelet 系数 
Ca (ni, n.) 是 通过 c° ss k,) 的 二 维 逆 FET (IFFT) 得 到 的 ， 即 
Cm,l (m, n.) = 二 维 IFFT [Cr m,l (ki, ky )] 
IFUDCaT 可 以 通过 如 下 步骤 实现 。 
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(1) 对 于 每 一 个 级 别 m、 方 向 1， 将 curvelet 系数 съб, n.) 通过 二 维 FFT 
变换 到 频 域 ， 即 
Co (kiska) = 二 维 FFT[ с, (ni ,n5) | 
(2) эзш. 将 C5 (hi, k.) 与 窗 函 数 U, ,( k.) HAF 
189] XE (hy ky) ， 
Xml m b) =й Ee ka) CE 1 (ki, ha) 
(3) KAR XT, (ho, ka) 相 加 ， 


A OR = y iuo k, ) 


т=11 
(4) 最 后 ， 利 用 二 维 IFFT 得 到 x(n ， n), B 
x (nj, nj) = 二 维 IFFT n (ki, k,)] 
上 面 的 步骤 式 成 立 是 因为 窗 函 B US Un ky) 需 满足 下 式 : 


the Уу Ya a 


m=11=1 
两 级 FUDCuT 滤波 器 的 等 价 形式 如 图 8. 68 所 示 。 
函数 v(x) 为 Meyer 小 波 的 辅助 窗 函 数 (或 平滑 函数 ) ， 且 满足 如 下 性 质 (W, 
图 8. 69 和 图 8. 70) : 
р(х) *v(1-x) =1 (8. 124) 
图 8.69 中 ，d 表示 定义 于 [0,1] 的 多 项 式 v(x) 的 阶 数 (参考 文献 [F24] 
中 提供 了 参考 使 用 的 软件 ) : 





v(x) =0 当 x<0 (8. 125) 

v(x) =x 4 O0<x<1 #l d =0 (8. 126) 

v(x) =x (3-2x) 当 0<x<1 和 d=1 (8. 127) 

v(x) =x (10 -15x +6х2) 当 0<x<1 和 qd=2 (8. 128 ) 
v(x) =x1(35 -84x + 70x? – 20x?) "40<x=<1 Fld =3 (8. 129) 
v(x) =1 当 x>0 (8. 130) 


二 阶 点 为 1、2*， 则 有 : 


H(w) =cos| Zv nd Ji 2L - 2 [eso [2] 
H-0 2 |2 |а оо (8.131) 


H-0 1<w<2! -| 


H(w) ЕЕ aj 2 -| aso [a 
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缩放 因子 m= 1,2, =, M 
Л 1 =1,2,°°, L curvelet 


Ch 1061,5) 系数 


02 (ki, К) (ра) 二 维 IFFT 


U2,12(k1,k2) (Wa) 二 维 IFFT 


Ui (kiko) (pa) 二 维 IFFT 


U1,6(k1,k2) (ta) 二 维 IFFT 
Uo(k1,k2) 人 二 维 IFFT 


a) 


图 像 XT (ki, ko) 









x(n, No) 














curvelet 
系数 Cj (ky, ko) 


二 维 FFT (ea) Us i3, ka) | X5, 0,0) 
中 二 维 FFT © Uy 12(k1, k2) 
Xs k) 

A 图 像 

—— 二 维 FFT Uy (kj, k2) 二 维 IFFT 
х(п\, n2) 

二 维 FFT (tea) U, olki ko) 
二 维 FFT UK, k 
(ta) оК) | ук ky) 


b) 


























到 8.68 ”快速 均匀 离散 curvelet 变换 (FUDCuT) 与 逆 变 换 ( 上 [? 4] 表示 在 行 方向 
上 以 2 为 因子 下 采样 ， 在 列 方向 上 以 4 为 因子 下 采样 ，f [2 4) 表示 以 类 似 的 方式 
进行 上 采样 或 插值 。 对 于 最 大 缩放 因子 J=2， 有 [Do] =diag (27, 2/) =diag (4, 4)) 195) 

a) 正 变 换 b) 逆 变 换 














JT 
H=1 2n (о - E |-1) 1e (8.132) 
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v(x) 


8 BJ i PR 























图 8.69 Meyer “А 
Н(о) 





























\ 

| 

\ 

\ 1 / 

À @ @ 

31 31 
a) b) 
K8.70 低 通 以 及 高 通 Meyer ЁР (L=4, d=3) 





8.31 习题 





(8.1 17: 习题 8.1 ~8.3) 
8.1 BA X (Ek), k=0 ，N -1。 推 导 一 个 采样 因子 为 3 的 下 采样 公 


，1，…. 
式 。 假 设 V 能 被 3 整除 BBN =3, 9, 27, 
证 明 以 2 为 因子 进行 上 采样 恰好 可 以 在 频 域 完成 ， 通 过 在 DFT 块 后 加 一 


"s 


8.2 
个 相同 的 DFT 块 (ILIN (8.6) ). 
8.3 已 知 一 个 随机 向 量 x= (1, 2, 3, 4)", ЖН MATLAB 进行 以 3 为 因子 的 


频 域 插值 。 
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8.4 产生 一 个 随机 输入 序列 x(z) ， 长 度 为 18。 一 个 低 通 滤波 器 或 抗 齿 锯 滤 


cds B PORC y 为 An) =} ә уз а) 用 MATLAB 实现 在 频 域 2:1 下 采样 ， 


为 快速 卷 积 滤波 的 一 部 分 。 利 用 重合 保留 法 其 中 三 段 长 度 为 (L-M-1) =8, L= 
6, M=3, FAK FFT #1 IFFT 的 长 度 分 别 为 8 和 4。 

(8.4 节 : 习题 8.5、8.6) 

8.5 利用 式 (8.19) 推导 式 (8.25). 

8.6 利用 两 点 向 量 (nj, n)! 来 描述 空域 , 记 作 n。 这 就 使 得 二 维 DFT 及 其 
道 变 换 有 如 下 紧凑 表达 式 : 


X(k) - È «(л)ехр{=Ёт ee >] k = ia n = "| (Р8. 1а) 








x 1 j2 
x(n) = D « dd >] (P8.1b) 


AP, <k, п> =k'n 表示 了 R 空间 上 的 内 积 。Lawton 的 chirp AAN. 191 Be HE 
广 到 二 维 旋转 的 情形 。 我 们 假设 本 习题 中 的 [4] ROMPE, XE EDU (a) 和 
(b) 两 部 分 用 如 下 的 矩阵 [A]: 


_ -cosh sin Qi 7« p 
A] -( sing “| B A 0 


2(n) =exp{ I <n,[A]n> | еер (nf -п})а -2тл;8] | (P8.3) 











从 
x( [A]n) = x( — nicos0 + n,sinÜ,n,sinÜ + п,соѕ0) 
N-1 N-1 s 
и, EX (Б, )ехр{Ёт [ (= kin, + hn) + (Ап, + kan 81) 
( P8. 4) 
出 发 证 明 
x([A]n n) У, [XF (k)Z(k)] Z" (k-n) (P8. 5) 
k 
(b) > 
Z(n) = хр <n,[A]n>| (Р8.6) 


5 (а) 不 同 ， 从 下 式 开始 ; 
X'([A]k) = X ( - Е, cos0 + Е, ѕіп, kising + k;cos0) 
N-1 N-1 


= > У, «(m , m )exp(= тод kiny + Еп )a + (kin, + kani )81) 


n; =Ony 





(P8.7) 
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得 到 
X'([A]E) = Z(k) У, Ix(n)Z(n) | Z* (k-n) (P8. 8) 





对 下 面 的 (ec) 和 (d) 两 部 分 用 如 下 的 矩阵 [A]: 


sin0 _cos0 (a В 
DENM MAD A LED) 
(e) 4 

Z(n) =exp| IT <п,[А]л> | ( P8. 10) 


此 时 重 做 (a) 部 分 。 
换 名 话说， 从 下 面 的 公式 出 发 证 明 式 (P8.5): 
x([A]n) = x(n,sin0 + n5cos0,n, cos0 — nəsin0) 
re M ра 
= У Ы sky exp [ETE (kimi — hn) a + (л, + n1) 
(P8.11) 
(d) 4 


Z(n) -exp| -İT <n,[A]n>| (P8. 12) 





此 时 重 做 (b) 部 分 。 
换 句 话说， 从 下 面 的 公式 出 发 证 明 式 (P8.8) : 
X'([A]k) = X" (E, sin + Е соѕ0, Е, соѕ0 — k,sin0) 
N-1 N-1 


x 2> È «(т n) exe ( EL On, - kjn;)a + (kin, + kon 81) 


n; 0n, =0 


(P8. 13) 





8.7 利用 式 (8.29) 推导 式 (8.33), 

8.8 证 明 由 式 (8.41) 可 得 出 式 (8.42), 

8.9 ”类 似 用 FFT 实现 奇 于 加 TDAC ( 见 图 8.34) ， 画 出 用 TFTFT 实现 IMDCT 的 
框图 (参见 习题 8. 8 ) 。 

8.10 推导 下 面 的 公式 : 

(a) 式 (8.62) (Ь) 式 (8.63) (c) 式 (8.64) (d) =É (8.65) 





8.11 设 一 个 采样 矩阵 为 [ D;] К d ( 见 式 (8.79)) , 25401 8. 56, 


说 明 一 个 频 域 单位 周期 映射 至 基带 和 图 像 的 运动 方式 ， 画 出 基带 区 域 的 图 ， 以 及 上 
采样 后 的 图 像 。 给 出 两 种 映射 方法 的 细节 和 结果 。 
提示 : 可 参见 参考 文献 [F28], 
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8.32 ”课程 实践 





8. 1 利用 传 里 叶 相 位 相关 法 实现 图 像 配 准 。 

(a) 重 做 图 8.7 所 示 的 仿真 。 将 一 幅 图 像 与 其 本 身 进行 配 准 并 画 出 结果 。 比 
较 相 位 相关 函数 与 普通 /标准 相关 函数 的 结果 ( 见 参考 文献 [IP6] 中 图 1)。 使 用 
Lena 和 Girl 两 幅 图 像 及 本 书 附录 H.2 中 的 MATLAB 程序 代码 。 见 参考 文献 
[ IP20], 

(b) 在 平移 后 的 图 像 中 加 入 随机 噪声 ， 配 准 有 噪声 图 像 。 

Ce) 将 原始 图 像 与 下 列 平移 、 重 新 处 理 后 的 图 像 进行 配 准 : 

a) 有 了 噪声 的 、 模 糊 化 的 图 像 ; 

b) 将 图 像 所 有 像素 同时 乘 以 一 个 值 ; 

c) 取 像 素 值 的 二 次 方 根 。 

(d) 用 式 (8.17) 中 定义 的 更 简单 的 方法 重新 进行 仿真 。 

8.2 对 一 幅 图 像 谋 入 基于 相位 的 水 印 ， 并 显示 原始 图 像 和 奶 和 水印 后 的 图 像 
( 见 参考 文献 [E2] 中 图 3 和 图 4) 。 同 时 ， 显 示 类 似 参 考 文献 [E2] 中 图 5 的 图 
像 。 用 JPEG 编码 器 271 Xi A KE UG BUE ETT RS, JF Е.а НЯ SEES SU 15:1 
的 压缩 比 。 
课程 实践 8. 3 ~ 8. 7 请 参见 参考 文献 [EA]. 

8.3 使 用 傅 里 叶 -梅林 变换 〈 见 参考 文献 [EA] 中 图 9) 实现 并 显示 512 x 
512 ВН АК Ер Гепа 图 像 。 水 印 图 案 为 “The watermark" 对 应 的 ASC II £2, 

8.4 将 参考 文献 [EA] 中 图 9 所 示 的 旋转 43" ， 缩 小 到 原来 的 75% ， 然 后 用 
质量 因子 为 50% 的 ЈРЕС 127 128 编码 器 压缩 图 像 并 显示 该 图 像 ( 见 参考 文献 
[E4] 中 图 10)。 质 量 因 子 详 见 本 书 附录 B。 

8.5 使 用 参考 文献 [E4] 中 图 8 描述 的 框架 来 恢复 水 印 ( 见 图 8. 16)。 

8.6 获取 并 且 显 示 类 似 参 考 文献 [E4] 中 图 11 的 Lena 图 像 的 对 数 极 坐标 
变换 。 

8.7 通过 对 本 章 习 题 8. 6 (类 似 参 考 文献 [Е4] 中 图 12) 的 结果 进行 对 数 极 
坐标 逆 变 换 来 获取 并 显示 重 构 的 Lena 图 像 。 

8.8 参考 文献 [E14] 的 作者 指出 ， 他 们 正在 把 频率 掩蔽 模型 升级 为 MPEG - 
1 音频 层 Ш [22, 0263 中 描述 的 心理 声学 模型 。 利 用 该 模型 蔡 入 水 印 〈 即 替换 掉 基 于 
MPEG -1 音频 层 [ 的 频率 掩蔽 模型 ， 见 图 8.28) 并 实现 该 过 程 ( 见 图 8.19). XF 
该 系统 进行 仿真 测试 。 见 参考 文献 [E14] 中 图 7 ~13。 

8.9 图 像 旋转 

(a) 在 空间 域 将 Lena 图 像 旋 转 60° 使 用 MATLAB 命令 “imrotate” [119] 5 

(b) 把 Lena 图 像 大 小 减 小 至 64 x64 以 减少 运算 时 间 ， 实 现 式 (8.25) ， 然 后 
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分 别 将 Lena 图 像 旋转 90。、180* 和 270*。( 见 本 书 第 5 章 例 5. 1) 

(c) JA chirp - Z 算法 代替 卷 积 运算 实现 式 (8.25)。 分 别 将 大 小 为 512 x 512 
的 Lena 图 像 旋转 90°, 180° 4812709100] 。 使 用 定时 器 比较 (b) 和 (c) 的 运行 
时 间 。 

(d) 给 定 一 幅 图 像 的 DFT， 将 大 小 为 512 x 512 的 Lena 图 像 在 DFT 域 旋转 
180"， 使 用 离散 傅 里 叶 变换 的 置换 性 质 ( 见 本 书 第 2 章 例 2. 1) 。 使 用 相同 的 方法 
分 别 沿 着 左右 和 上 /下 方向 翻转 图 像 〈 使 用 MATLAB 命令 “fliplr” 和 “flipud”)。 

(e) 图 像 在 空间 域 旋转 270° 也 能 在 DFT 域 完成 。MATLAB 程序 代码 如 下 ; 
I-imread (’ lena. jpg’), A = fftshift (ff. (1)); B = transpose (A); 

C = fftshift (B); D-iffQ (C); imshow (real (D), []) 


课程 实践 8. 10 8.11 请 参考 8. 27 节 的 相关 内 容 。 

8.10 实现 图 8. 51 所 示 的 步 又 。 

8.11 实现 图 8. 53 所 示 的 步骤 。 

(a) 使 用 N 2301 个 频率 采样 点 画 出 式 (8.76) 中 定义 的 功率 谱 密度 Sy(7) 。 

(b) 利用 Sy CÓ fS IFFT 画 出 滤波 器 输出 y (0) 的 自 相 关 函 数 。 

(c) 使 用 M=151 个 时 域 采样 点 实现 式 (8.74) 中 定义 的 衰减 指数 函数 。 

(d) 计算 式 (8.74) 的 自 相 关 函 数 R(m)，m =0, 1, =, 2M -1。 其 中 ， 
M=151。( 参 考 本 书 第 2 章 例 2.5 和 例 2.6) 

(e) ЖНА (m) BS FFT ili Sy (k). 

(£) 作为 步 又 (e) WER, IIH). ЖР, H (k) = DET [h 
(n)], Ok, n<300, 

8.12 ”在 参考 文献 [LAI2] "P, Raitevié 和 Popovoié 在 频 域 将 自 适 应 方向 滤波 
用 于 指纹 图 像 的 增强 和 去 品 。 指 纹 图 像 增强 的 框图 见 参考 文献 [LA12] 中 图 A, 
注意 ， 这 是 FET 的 一 个 应 用 ， 参 考 文献 [LAI2] 中 图 6 和 图 7 分 别 给 出 了 方向 滤 
波 的 图 像 和 增强 图 像 。 将 该 算法 应 用 于 有 污 迹 或 损坏 的 指纹 图 像 〈( 见 参考 文献 
[LAI2] 中 图 1) 中 ,就 可 以 得 到 增强 的 图 像 (类 似 参 考 文献 [LA12] 中 图 7)。 
在 方向 (a) 22.$" 和 (b) 90°* 上 滤波 后 的 图 像 见 参考 文献 [LAI2] 中 图 6。 获 得 
除 22.5°* 和 90° 之 外 的 方向 上 的 滤波 图 像 。 基 于 你 的 仿真 结果 写 一 个 详细 的 报告 。 
复习 一 下 本 章 最 后 列 出 的 参考 文献 会 很 有 帮助 。 
8.32.1 方向 带 通 滤 波 器 (55] 

为 了 能 够 使 其 方向 与 径 向 频率 响应 的 操作 分 离开 来 ， 使 用 极 坐 标 (р, ф) 的 
形式 将 滤波 器 表示 为 一 个 可 分 离 函数 : 

Hp (pb) = Hia (p) Hia. ($) (P8. 14) 

任意 具有 良好 性 能 的 经 典 一 维 带 通 滤波 器 都 适合 于 ОН ы (p); 之 所 以 选择 巴特 沃 
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斯 滤波 器 (Butterworth filter) 是 因为 它 与 切 比 雪夫 或 椭圆 滤波 器 相 比 更 容易 实现 ， 
尤其 是 当 改 变 滤 波 器 阶 数 的 时 候 。 该 滤波 器 定义 如 下 : 
带 通 滤波 器 (BPF) ， 低 通 滤波 器 (LPF) 

H? aia (P) = | p= fk + ó (P8.15) 


2 _ n2 Mn 
i e 
DObw 
OP p= +k (了 8. 16) 
1+ eJ 
p 


SH, рь, FI po 分 别 为 期 望 的 带宽 和 中 心 频率 ; 整数 变量 п 为 滤波 器 的 阶 数 。 在 本 
课程 实践 中 ， 当 n =2 时 效果 较 好 。 阶 数 越 高 ， 实 现 复 杂 度 也 越 高 。 该 滤波 器 的 
зав REH W,-W,-2p,.. Ж, W. ЖП W, 为 截断 频率 ， 在 截断 频率 处 频率 响应 
幅度 的 二 次 方 1 Haa (o) | 2 为 最 大 值 的 一 半 (HD 10logj01/2 = -3dB)。 当 po =0 
时 ， 该 滤波 右 ( 见 式 (P8.15)) 变 为 一 个 低 通 滤 波 器 ， 带 宽 为 pl,。 高 频 噪声 效应 
可 以 通过 带 状 低 通 滤波 器 在 健 里 叶 域 滤波 来 降低 。 带 状 滤波 器 的 锐 减 特征 导致 了 滤 
波 后 图 像 的 振 铃 效应 (ringing artifacts) ( 见 本 书 图 5.9 和 图 5. 36)。 这 种 有 害 的 效 
应 可 以 通过 一 个 平滑 截断 滤波 器 来 消除 ， 如 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 [341 。 

在 设计 Hia. СФ) 时 ,不 能 将 其 类 比 于 一 维 滤波 带 ， 因 为 没有 方向 性 的 这 一 
重要 的 概念 。 因 此 采用 了 下 面 的 函数 : 
cost [209-9 当 | boo. l <фь, 
0 其 他 
式 中 ，duw 的 两 信 为 滤波 器 的 角 带 宽 ， 即 满足 式 1ARse(d)1>= 村 的 角度 的 范围 ; 
为 其 方向 ， 即 | Haa | 取 最 大 值 时 对 应 的 角度 。 

EQ) =T, IWATE K=8 的 方向 滤波 器 。 其 方向 6. = 复 在 空间 中 是 
均匀 分 布 的 , 丰 E=0，1，…, 居 -1。 这 些 滤波 右 之 和 都 为 1。 因 此 它们 将 一 幅 图 像 
分 成 K 个 方向 的 分 量 ， 这 些 分 量 之 和 为 原始 图 像 。 





高 通 滤波 器 (HPF) 


H" (р) = 












































"B (Ф) 一 (了 8. 17) 





И ж 


附录 A 各 种 离散 变换 的 性 能 对 比 


本 附录 不 包括 快速 算法 、 独 立 性 、 递 归 、 正 交 性 和 执行 复杂 度 等 内 容 ， 因 为 上 述 内 
容 已 在 其 他 地 方 详细 描述 过 〈 见 本 书 第 3 章 )。 本 部 分 的 重点 是 关注 变换 的 不 同 特性 。 
设 随机 向 量 c 由 一 阶 马 尔 可 夫 过 程 生成 。 当 * = (xo. ox. се, хуст)", FARRER 





[Rey] 由 一 阶 马尔 可 夫 过 程 生成 。 其 中 ，xo，xi ，…，xw_1， 是 入 个 随机 变量 。 
Msi pn е 
US (NxN) 
J, kz0, 1, =, N-1 (A. 1) 
数据 域 中 的 协 方差 矩阵 [ У, ] 到 变换 域 中 的 【总 ] 的 映射 为 
[$] =[DOT][E]( [DoT]")* (A. 2) 
(WN) (NXN) (УХЛ) — (NXN) 


т\н, DOT 指 离散 正 交 变 换 ; bp TOA ж Spill dez Pe ELI A HU s 
“4 DOT 是 KL 变换 (Karhunen - Loéve Transform, КЇТ) 时 ,因为 所 有 的 变换 
系数 在 КЇТ 域 中 不 相关 ， 所 以 [S] 是 一 个 对 角 矩 阵 。 对 于 所 有 的 其 他 DOT, 3] 
вии киы и aa, G10], A: 
(1? „> 2) LEES -5 ERG 9) 


п =( т=0п=0 п=0 


m es ЙЕ БЕШ, xis 


+1 N-1 


12]? = 155 ыр 


Naz On =0 
注意 ， s E Sant [X] 中 第 m 行 第 n 列 的 元 素 。 其中, m, n= 
0, 1, 2, =, Wels 
对 子 一 个 一 维 随机 信号 (如 一 幅 图 像 ) ， 假 定 其 行列 统计 特性 相互 独立 ， 那 么 
其 (NxN) 采样 的 方差 可 以 很 容易 获取 。 这 个 概念 可 扩展 到 计算 (N x N) 变换 
系数 的 方差 。 


A.1 变换 编码 增益 


[>] = 数据 域 中 的 相关 矩阵 或 者 协 方差 矩阵 〈 见 5.6 节 ) 


(NxN) 
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Гў] = [A] [£] [4]7)* GERE, ([A]17)) * = [A] -3 为 西 变换 ) 
(NxN) (NxN)(NxN) (NxN) 


= 变换 域 中 的 相关 和 矩阵 或 者 协 方差 矩阵 。 
变换 编码 增益 Crc 定 义 为 











1 N-1 = 
N Okk ` 
e = |. ЖАШ 
(Чул ЛЕА 
e Ma 








XB, ot SES k PARRA (k=0, 1, =, N-1) 的 方差 。 因 为 方差 的 总 和 在 
任意 正 交 变换 域 中 都 守恒 (总 能 量 守恒 ) ， 所 以 可 以 通过 最 小 化 几何 平均 值 :223]1 来 
最 大 化 Gic。 当 所 有 的 方差 都 相等 时 ， 可 得 增益 的 下 限 为 1 ( 见 图 A.1)。 


16 点 规则 DCT 


， 参考 文献 LA14] 针 
对 H.264 和 AVS 推 
荐 的 整数 DCT 
2 
© 
XB Ma 所 提出 的 整数 DCT 
= Wien-Kud 折 提出 的 整数 DCT 
E 





dss 06 065 07 07 08 085 09 095 
相关 系数 Р 
图 A.1 各 种 正 交 变 换 的 编码 增益 比较 
(参考 文献 [LA14] © 2009 IEEE) 


A.2 变换 域 中 的 方差 分 布 


我 们 期 望 得 到 少数 具有 大 方差 的 变换 系数 (这 意味 着 剩余 的 系数 将 拥有 较 小 
的 方差 ， 因 为 方差 总 和 是 恒 量 )。 对 于 N=8，16，32，… 及 p =0.9，0.95,，… 等 
参数 ， 这 一 方差 分 布 可 以 用 图 表 或 者 表格 形式 来 描述 。 

能 量 压缩 在 少数 变换 系数 中 可 以 由 归 一 化 基本 约束 误差 (normalized basis re- 
striction error) 来 表示 ， 其 定义 为 





J,(Q) = He mz0,,-,N-1 (5.72) 


N-1 


> ә, 
k=0 
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参考 文献 [B6] 中 式 (5.179) 
式 中 ，6 和 为 降序 排列 。 变 换 系数 的 方差 分 布 见 本 书 第 5 章 表 5.2 和 图 5.33 (同样 
可 参见 参考 文献 [B6] 中 表 5.2 和 图 5. 18) 。 


А.З ”规范 化 的 MSE ( 见 本 书 第 5 章 图 5.35 ~5.39 及 参考 文献 
[B6] 中 图 5.21 ~5.23) 


à à 

J = EET ——. 
> [ор |? 
k,l=0 





AP, J, 为 阻 带 中 的 能 量 /总 能 量 ; w, 是 一 幅 (NxN) 图 像 的 变换 系数 , k, l= 
0, 1, --N-1, 


A.4 码 率 与 失真 (KRH) 


ЖА R, 是 在 特定 失真 D( 均 方 误 差 ) 时 编码 一 个 信号 的 平均 码 率 (LH 
特 / 样 本 ) 的 最 小 值 '3]。 

UW xo, х, "~, геи ky, Жү, cn, бу 1 为 它们 的 重 
Ж {Шы X, X,, < 1，…，N-1。 和 那么 平均 的 均 方 失真 为 














N-1 n 
D = LYG,- eet ы 
N 20 k=0 
对 于 一 个 固定 的 平均 失真 D， 率 失真 函数 К 为 
Rna = F y mo (o, Log, ®) 参考 文献 [B6] 中 式 (2.118) 
Җир, ВИН o 通过 解 下 式 确定 ; 
D(0) = ХОСТ „min | | <0< max | j| 


参考 文献 [B6] 中 式 (2.119) 
为 0 选 一 个 值 
0 


D(6)e Rp 
来 得 到 与 p 的 曲线 中 一 点 
推导 不 同 离散 变换 的 RR, 对 应 于 DD 的 关系 ,这些 变 换 基于 给 定 N ЖП р 相 邻 相关 
系数 (adjacent correlation coefficient) 的 一 阶 马 尔 科 夫 过 程 。 对 于 N =8, 16, 
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32，… 及 p =0.9，0.95，…， 绘制 ,与 D 的 关系 图 。 
对 于 一 阶 马尔 可 夫 过 程 〈( 见 参考 文献 [B6] P (2. 68) ) A: 
[>] I =0% =p ^" J, k=0, 1, LUN e 
可 实现 的 最 大 编码 增益 为 
(1⁄N)ul >] 


CQ = ааг) 
式 中 , w ЕНЕН, de 代表 矩阵 的 行列 式 〈 见 参考 文献 [B9] 中 附录 C). 


A.5 剩余 相关 :2 


=(1 -p) -(1-1/N) 


虽然 ，KLT 可 以 使 一 个 随机 向 量 完全 去 相关 !%] ,但 是 其 他 离散 变换 达 不 到 这 
目标 。 去 相关 程度 可 由 离散 变换 后 的 剩余 Moi. 这 可 以 通过 计算 变换 域 中 
的 互 协 方差 的 绝对 和 来 度量 。 即 











Уу ben 数据 域 << 。 变换 域 

~2 A.4 | М 

E i: i [1 —— Ë 

1 I 
XT N -8,16,22,- ур 数 ( 见 图 A. 2)。 ' | 将 非 对 角 线 
假设 [$] = [A] [ZU (A.5) ME Lo 
(NxN) (МХА) (NXN) (NxN) . | ' 
得 [$1 = [AIT C, [4] (A6) BI *—1— Ёш 


(NxN) (NXN) (gy (CNxN) " 
式 中 ,[ 从] 是 一 个 对 角 和 矩阵 。 它 的 对 角 线 上 元 素 的 、 四 全 2 [EISI > ] 的 关系 
值 与 [  ] 中 对 应 的 数 相同 , 即 
Pim = diag( G00, 811, ,G(v-D(v-0) 

应 该 明确 的 是 , X (A.5) "ҢЫ ЕЛЖ ASS 5 章 式 (5. 42а) 导出 的 。 然 而 ， 
[X] 的 二 维 离散 变换 是 式 (5.6a) 中 定义 的 [A] [X] [A]', ЖАНЕ, 
此 ,为 了 计算 方便 , 式 (A.5) 可 以 被 看 做 是 ГУ) 的 一 个 独立 的 二 维 丁 变换。 参考 文 
献 [B23] 绘制 了 7 DCT, ОЕТ, KLT 和 ST 等 变换 的 剩余 相关 与 p 的 曲线 。 

分 数 相关 (由 变换 剩余 下 的 未 实现 的 相关 性 ， 对 于 KLT 来 说 它 为 0， 因 为 KLT 将 
一 个 协 方差 矩阵 或 者 相关 和 矩阵 对 角 化 了 ) 被 定义 为 





[Ide LT) 
IEJ- 12 nm 
AP, [y] 为 一 个 (МХМ) 的 单位 和 矩阵， 并且 | [4] I? = УУ [4]x12。 注 


j=0 k=0 


EX, BA [X] = [X4]. HAR (A3), (А.4), (A.7) 的 值 对 于 KLT 来 说 
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A.6 标量 维 纳 滤波 


滤波 器 矩阵 [G] 针对 一 个 特定 变换 进行 了 优化 ， 如 噪声 可 以 被 滤 掉 (UL 
A.3) 1/61 。 对 于 NW=4、8、16、32 和 p =0.9、0.95， 分 别 估计 不 同 离散 变换 〈 见 图 
A.4 的 各 种 离散 变换 和 参考 文献 [B6] 中 定义 的 Haar 变换 和 和 斜 变 换 ) 的 MSE = E 
(15-12), 





d) e) f) 


图 A.4 16 个 元 素 长 度 (N=16) 的 向 量 其 维 纳 滤波 和 矩阵 [GC] 幅度 显示 ( 暗 像素 代表 0， 
亮 像素 代表 1， 灰 像素 代表 两 者 之 间 的 值 。 信 噪 比 是 0.3， 并 且 p = 0.9。 图 中 ， 

维 纳 滤波 器 幅度 的 动态 范围 被 式 (5.26) 中 定义 的 对 数 变换 压缩 了 ) 
a) 西 变换 b) 哈达 玛 变换 c) HDFT d) 类 型 1 的 DST е) 类 型 2 的 DCT f) KL 变换 














绘制 图 A. 4 所 示 的 不 同 离散 变换 的 幅度 显示 。 比 较 各 滤波 器 平面 发 现 ， 滤 波 
器 特性 对 于 不 同 的 西 变换 变化 剧烈 。 对 于 KLT， 滤 波 运算 是 一 个 标量 乘法 ， 而 对 于 
西 变换 来 说 滤波 顺和 矩阵 的 大 多 数 元 素 具 有 相当 大 的 幅度 值 。DFT 滤波 融和 矩阵 包含 沿 
对 角 线 的 幅 值 大 的 项 和 沿 对 角 线 幅 值 逐渐 减 小 的 项 LTA531 。 
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A.7 几何 区 域 采样 (GZS) 


几何 区 域 (Geometrical zonal, GZ) 滤波 器 可 以 是 2:1，4:1，8:1, 或 者 16:1 (Ж 
FÉ, sample reduction) ( 见 图 A.5)。 二 维 DCT 域 2:1 和 4:1 的 减 样 如 图 A. 6 所 示 。 






仅 保持 低频 变 







paid 换 系数 的 一 部 Lm 
[x] 分 不 变 ， 同 时 b] 


其 余 值 设 为 0 








图 A.5 几何 区 域 采样 
DOT 一 离散 正 交 变换 








2:1 Ж 4:1 FE 
图 A.6 二 维 DCT 域 中 的 减 样 





注意 ， 对 于 一 个 二 维 DCT， 需 要 确定 合适 的 低频 区 域 ( 见 图 5. 8 和 图 5.9) 。 
我 们 可 以 得 到 各 种 减 样 的 重建 图 像 ， 并 且 可 以 绘制 规范 化 的 MSE 与 所 有 DOT 
减 样 比例 的 关系 图 。 





N-1 N-1 
È Y E( x(m,n) -tm,n) |?) 
规范 化 的 MSE = =t (A. 8) 
> > Е(|х(т,п) |?) 
m=0n=0 


A.S 最 大 方差 区 域 采样 (MVZS) 


在 最 大 方差 区 域 采样 ( Maximum Variance Zonal Sampling, MVZS) rh, 具有 较 
大 方差 的 变换 系数 被 选 出 来 进行 量化 和 编码 ， 而 其 余 的 变换 系数 (具有 较 小 方差 
的 变换 系数 ) 则 被 设置 为 0。 而 在 接收 端 则 执行 逆 操 作 以 生成 重建 信号 或 重建 图 像 
( 见 图 A.7)。 


原始 图 像 = m 重建 的 图 像 
二 维 » xL 
I 四 " 


(N XN) (N XN) 


图 A.7 最 大 方差 区 域 采样 
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附录 B 图 像 质量 的 谱 距 离 评价 法 


以 下 内 容 基于 参考 文献 [IP36 ] ， 并 使 用 与 其 相同 的 符号 和 表达 方式 。 本 附录 
基于 二 维 DFT 域 的 失真 测度 讨论 了 多 种 图 像 质 量 评价 方法 。 这 也 例证 了 二 维 DFT 
的 另 一 种 用 途 一 -二 维 DFT 可 以 用 来 衡量 重建 图 像 的 质量 5] 。 

C, (n, т) —€ (n, m) 第 频段 第 (nj, m) MRR, k=1, 2, =, K, ЖКА 
SEA k USA EH) (nj, nj) 位 置 。 
每 一 频段 大 小 都 为 (N x N) o 
例如 ，RGB (或 YIQ, YCrnCs) 空间 的 彩色 图 像 











R (т, m) 

C (nj, п) =| C (m, n) n (nj, п) 处 的 多 频谱 (频段 数 K=3) 像素 向 量 
(3x1) B ( ) 
Ny, nm 


c ”多 频谱 图 像 
c, 多 频谱 图 像 C 的 第 大 频段 
R (m, m) 
C (m, n) =| G (m, п) | 经 处 理 或 重建 后 的 在 (ni, m) 位 置 处 的 多 频谱 图 像 


(3x1) А 
В (n, n) 


6, = C, - C, KUR C 第 大 频段 所 有 像素 的 误差 
N-1 N-1 


第 大 频段 功率 от = » Y (n,n) 


n; =On, =0 


C, (m, m), C, € (m, m) 表示 经 处 理 或 重建 后 (有 失真 ) 的 图 像 。 


原始 图 像 处 理 ， 如 编码 
图 像 解码 器 (编码 /解码 ) 重建 的 图 像 
C(nyn5) C(nin;) 





. N-1 N-1 N-1 
RM » » Ë > 
所 有 天 个 频段 上 在 (ni, ny) 位 置 的 像素 的 误差 和 为 
天 


| COn CO) |? = У [C,(n m) = C Gn) J? 
a] 
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(第 频段 (nj, m) 处 像素 误差 的 二 次 方 ) | N 
(K 表示 总 频段 数 , k 21, 2, =, K) N| (NXN 
N-1 N-1 i | 图 像 
e = >, > [C,(n;,n3) – С, (ni ,п) ]? 
nı =0m = 0 
定义 
Wy = exp (C 为 1 的 第 NN 个 根 


N-1 
Ds) = У, Cun) WW k 


Ny Nz =0 


= THE DFT| C, (n, „m )] 


1,2, ,K(k „ka = 0,1,---,№ m 1) 


^ N-1 ^ 
DF) = У Qun)WyWs kz-12,-,K(kk, 20,1,-,N - 1) 


Ny Ny =Ü 





= 二 维 DFT[ C, (n, ,n3)] 
相位 谱 
ФОЕ, ko) =arctan ГОА, ,ks )], b( hy ,k,) = arctan [Th sky) | 
iit 
I . Im 
М(Е, ky) = 1Г(Е ky) | ,M(E, ky) = ICR, ) | | 
幅度 谱 失 真 M n 
N-1 А м ó 
s-L Y |M(k,k) -MC k) |? x = x 
N L =0 iis 
相位 谱 失 真 M= +b =|a + jb| 
[ M ; 相位 
51 = NP, 20 ФОА, sky) — PC ky sky) |? ó-arctan(2) 
加 权 频 谱 失 真 
1 N-1 р 
S2 = E A| 之 TECk) = Ch ka) |° 
кү, 20 


N-1 
*(1 | > | МОЕ, , kp) - M(k, ky) ‘|| 


ky ky =0 

式 中 ,A FAA AA CRUS ДЕЛЛ 2 A AEE OSA 1, PE 每 个 块 的 大 小 为 (2X b) 
意 , 当 入 =1 时 52 简化 为 S1, 当 和 =0 时 32 简化 为 5。 À 

设 第 天 频段 图 像 第 1 像素 块 С. (п, ,n4 ) 的 二 维 DFT 为 


b-1 
Dis Ea) = х Съ (n; n5) W^ Wy 


Ny Ny =Ü 
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Г!(®Ю,Ь) = | Pl, b) | etit en 
= ml (ky ,k, ) её) 
LEA -0,1,,N-1 l121,2,-,L 
式 中 , 了 为 (bxb) ЖАМ ЖЕНА UB CAE, 


1 K b-1 ^ 1/у 
J - £2 [ > [ | DOS A) | - Pah) IT | 
k=1 ME, kh, -0 
1 K b-1 ^ 1/y 
Л, = pos | > [ | bi (E, kp) | 一 | oi Ckik) | 
k=1 ME, kh =0 


Л = AJ, + (1 -A 
RP, À 为 幅度 谱 和 相位 谱 相应 的 加 权 因子 。 
此 处 对 块 谱 误 差 Jh 和 /或 Jy LEATHER, SI, JO, e, JO 
为 排序 后 的 块 失真 ， 并 有 JO = max (J). 
考虑 如 下 的 排序 平均 : 
1 


块 失真 中 值 > [J/2 «JU 工 为 偶数 
块 最 大 失真 “1” 
ПРЕ oie 
块 失真 均值 Tihs) 
其 中 ， 块 失真 中 值 为 最 有 效 的 块 谱 失真 排序 平均 ， 有 : 
83 = median J}, 
1 








54 = median/ i 
1 
S5 = median ! 


那么 , 4 y-2, 使 用 (32 x32) 和 (64 x64) 大 小 的 块 能 够 获得 比 使 用 更 大 或 更 
小 的 块 时 更 好 的 结果 。 


B.1 课程 实践 


本 例 与 JPEG 基本 层 系 统 比 特 率 为 0.25. 0.5. 0.75 和 1bppS 时 相关 。 请 参见 
本 附录 和 参考 文献 [IP36] ЈРЕС 软件 在 参考 文献 [1Р22] 提供 的 网 站 上 。 

本 案例 的 目的 ， 是 基于 上 述 比 特 率 下 的 Lena 图 像 ， 将 MSE, SNR, IERE HE 
(dB) 与 参考 文献 [IP36] 中 描述 的 谱 距 离 评 价 法 相关 联 起 来 ( 见 图 B. 1)。 














О bpp: 比特 每 像素 ，bit per pixel, 
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分 别 计算 幅度 谱 失 真 S$、 相位 谱 失 真 SI, 
Е C(m,n5) 编码 器 / C(ny,n2) 
解码 器 








加 权 谱 失真 S2 和 块 失 真 中 值 S5, Z s] B. 2 
和 表 B.1 所 示 ， 画 出 下 列 曲线 (并 给 出 数据 


0.25. 0.5, 0.75 
( ) 





AE). 1 bpp 

(a) 比特 率 与 5 的 关系 SUE = 

(b) 比特 率 与 51 的 关系 C(m,n;) T(k ko) 

(с) 比特 率 与 S2 的 关系 (A =0. 5) 

(d) 比特 率 与 55 的 关系 (A =0.5， 块 大 GERA zs КИ» 
/\\ b =32) ' - 

从 这 些 曲 线 (表格 ) 中 你 能 得 出 什么 CERE ARRE] 
结论 ? 图 B.1 原始 图 像 与 重建 图 像 的 DFT 


对 于 JPEG， 质 量 因子 可 以 控制 比特 率 [7%1 。 量 化 后 的 DCT 系数 S (u, v) XE 
义 如 下 : 





Su.) = Bg [е | 最 近 的 整数 


AP, S(u,v) AN DCT ARM; 0(u,v) 表 示 量 化 矩阵 的 元 素 ; (u,v) 表示 DCT £ 
数 不 同 的 频率 分 量 。 反 量化 过 程 无 取 整 操作 ， 有 
S(u,v) =S (u,v) Q(u,v) 
式 中 ，S(w,v) 为 反 量化 后 的 DCT 系数 ， 以 便 进行 二 维 (8x8) IDCT 操作 。 
引入 一 个 1~100 范围 内 的 整数 质量 因子 9_JPEG， 用 于 控制 量化 和 矩 阵 QCu,v) 
HAJRI: 28) 。 因 此 ， 质 量 因子 可 以 用 于 调节 比特 率 。 令 Q(u,v) 与 压缩 因子 
a 相 乘 ，a 定义 如 下 : 























50 
= = 
«= Ср Ts9_JPEG<50 
2xq JPEG 
a-2- e  30€q IPEG«99 


且 需 满足 条 件 : 修正 后 量化 和 矩阵 oQCu,v) 的 最 小 元 素 值 为 1。 当 9_ JPEG = 100 FY, 
«О(и,ь) 的 所 有 元 素 都 为 1。 例 如 ， 当 y_JPEG =50 HA a=1, 4q_ JPEG =25 时 
# o =2, Mq JPEG =75 时 有 aw=172。 

表 了 B.1 JPEGLE2]tz28] 重 建 图 像 质量 的 多 种 评价 方法 





























图 像 比特 率 /bpp | 质量 因子 CR MSE S Sl 52 85 PSNR (dB) 
Lenal0 0. 25 10 32:1 | 59.481 | 22.958 | 5.436 | 14. 197 | 12. 144 36. 442 
Lena34 0.5 34 16:1 |22.601 | 8.881 | 4.693 | 6.787 | 6.027 40. 644 
Lena61 0. 75 61 32:3 |14.678 | 5.738 | 4.199 | 4.968 | 4.823 42.519 
Lena75 1 75 8:1 | 10.972 | 4.348 | 3.835 | 4.092 | 4.271 43. 783 
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MSE 


Өй 22) 
56 20 
18 
40 16 
2 14 
30 12 
10 
20 8 f 
6 
10 4 ) 


04 0.5 zE 2 08 09 03 04 05 06 07 08 09 10 
bpp 


P b) 


54 
5:2 
5.0 
48 
546 
44 
42 
4.0 








3803 04 05 06 07 08 09 10 4 03 04 05 06 07 08 09 10 
bpp bpp 
c) d) 
12 
11 
10 
© 8 A 
РА 
7 ё. 
6 
5 
3 04 05 06 07 08 09 03 04 05 06 07 08 09 10 
bpp bpp 
e) f) 





图 B.2 Lena 图 像 失真 与 每 像素 比特 数 的 关系 
a) MSE b) Ї Ж ELS c) 相位 谱 失 真 S1 
d) 加 权 谱 失真 S52 e) 块 失真 中 值 S5 f) PSNR 
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附录 C 整数 离散 余弦 变换 (Int DCT) 


目前 ， 已 开发 出 了 若干 种 整数 DCT。 其 目的 是 用 仪 含有 整数 加 法 和 整数 乘法 
(比特 相 加 和 移 位 ) 的 运算 来 实现 整数 离散 余弦 变换 (Int DCT) 及 其 逆 变 换 。 这 
样 也 能 确保 不 会 出 现 现 有 MC - DPCM 混合 视频 编码 标准 中 存在 的 РСТ 和 IDCT 失 
配 及 误差 积累 的 现象 ， 这 些 标准 包括 H.261. MPEG - 1, MPEG -2, MPEG -4 视 
频 部 分 [37] AVS Спа 1-21) & WMV -9U-?9, "Fiir T ЛЯ (8x8) 整数 
DCT 的 例子 。 

(1) Cham! - 9) 

(2) H. 26411 -22.LA19] 

(3) WMV -9!!-23] 

(4) AVS - China! ?': 

读者 可 以 参阅 参考 文献 [1-13] 来 了 解 开发 整数 DCT 的 理论 知识 。 


С.1 提升 结构 的 整数 DCT 





DCT 及 其 逆 变 换 定义 如 下 : 
N-1 [ 1 
Х°Л (К) = од k x(n)cos mk(n +) К =0,1,::-,N-1 
0 = [290 Ўз) ВЕДЕ 
(С. Іа) 
Te зы [tla +4) 
x(n) = у Ух (А) cos 2 n=0,1,°:-,N-1 
k=0 L N 
(C. 1b) 
其 中 
1[/2  kz0 
elk) = 
1 k#0 


整数 DCT 可 以 用 与 推导 整数 FFT ( 见 本 书 第 4 章 ) 相同 的 方法 得 到 。 为 构造 
整数 DCT， 需 利用 沃 尔 什 - 哈达 玛 变换 (Walsh - Hadamard Transform, WHT) 将 
DCT 核 分 解 为 Givens 旋转 的 形式 [51 Вр 

[Ry] ee Ө -sin ” eus) 1 -| cos Ü sin F Гв.,]) Ph ii 


sn0 cos@ -sin cos 0 








(C. 2) 
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Givens 旋转 又 可 用 提升 法 如 下 分 解 : 


ыт ope oe 
a sim 0 1 
0 1 0 1 


sos 0 - 1 cos 0-1 
| 995 1 
e [R] `! -| sin 0 [ 3 | sin 0 | 
0 1 sm 0 1 0 1 


当 式 (C2) 中 的 一 个 蝶 形 结构 变 为 式 (C.3) 中 的 格 型 结构 时 ， 则 可 通过 在 提升 
步 又 中 加 入 非 线 性 量化 操作 Q (ШШ “р ТОЛЕ” ий “Чет А”) 来 构造 整 
数 DCT。 


"NR BEIDE UN SEM EMILE 
LR] -| YR ilo jer e -l 1 | i {| 1 | n 


AF, a, b, e 可 以 为 任意 实数 。 注 意 到 前 向 结构 中 对 提升 系数 的 量化 操作 在 其 反 
问 结 构 中 已 经 取消 ， 因 此 该 格 型 结构 是 可 逆 的 。 同 时 , X (C.4) 中 的 格 型 结构 有 
以 下 性 质 : 








(C.3) 








d e E g Fd 
R = R = C.5 
HS 四 ~ d ve 


С.1.1 利用 沃 尔 什 -哈达 玛 变 换 分 解 DCT 
沃 尔 什 -哈达 玛 变换 (WHT) 可 以 用 于 开发 整数 DCTU- 51。 由 于 其 所 有 元 素 
都 为 +1， 因 此 WAT 只 需要 加 法 (或 减法 ) 运算 。8 点 沃 尔 什 顺序 的 WHT E | 


ШЕ: 
[1 


(C. 6) 


mm 
[eer] 
II 
i, ы ы ы ы 





1 е1 Y =l 1 1 J ы 
设 [B] ANS wi Уу y kE , BUT BERE d А Л 9 TX i BE, < X = 
{х(0),х(1),х(2),х(3),х(4),х(5),х(6),х(7)\7, 则 乘积 > 
[В]Х=\{х(0),х(4),х(2),х(6),х(1),х(5),х(3),х(7)\Т 
Ял 
设 输入 序列 x 的 DCT HX = [СТ] х, [CT ] 为 类 型 2DCT 的 核 ( 见 式 
(C.1a) )。 此 时 标准 化 [H,] 使 得 [H,] = vVI/N[H,] 为 标准 正 交 和 矩阵 ， 则 有 
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[H.] -1 = LH, ]7。 可 以 证 明 ; 
Хро 2 [B]X = VI/N| Thro ] LB] LH, ]x 


Rh, [Taro] = L8] XH, ]) ВЈ" 为 分 块 对 角 阵 。 依 据 转换 矩阵 [Tao], DCT 
可 分 解 为 








X - [B]! Xpro =[B]" [Tero] [B] [H,] x (C. 7) 
对 于 8 点 输入 序列 ，[ Teno] 有 具体 形式 如 下 : 
[1 0 
0 1 
0.924 0.383 v 
hol | -0.383 | 
0.906 -0.075 0.375 0.180 
Р 0.213 0.768 -0.513 0.318 
-0.318 0.513 0.768 0.213 
L -0.180 -0.375 -0.075 0.906 
(C. 8) 
[10 
0 1 0 
E [U s] d. 
L 0 [Ua] 
0. 981 0 0 0.195 
U 
[UA] =[B,] : LE esie] : | Pd о 1807 
-0.195 0 0 0.981 
(C. 10) 
其 中 
1 0 0 0 
йл] 0010 LU Le] -| 0. 832 | 
1 0 0 E -0.557 0.832 
0 0 1 


0 
0 
0.981 0.195 0.924 0.383 
[Uae] sl - 0. 195 eu] LU s] l -0. 383 “| 


图 cir ГО] 的 流 图 。 "mix (C.10) 的 流 图 时 ， 道 位 序 和 矩阵 
[B,] 可 以 被 “吸收 "， 此 时 [U л] 2579 [Us,45]. 图 C.1 所 示 可 以 用 矩阵 
形式 如 下 表示 : 
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" [U 8] [Ure] б [Usus] 1 [Ur à 
| [Use] | А 
2 2 2 
š [Uvs] x i [зл] 3 
а) b) 
图 C.1 [U] 流 图 (参考 文献 [1-17] ©2000 IEEE) 
a) X (C.11) b) Ж (C.12) 
| 0. 981 0 0 0. 195 
Hale о [hens] 
– 0. 195 0 0 0. 981 
| 0.924 0 0. 383 0 
0 0. 924 0 0. 383 
X (C. 11) 
– 0. 383 0 0. 924 0 
L O – 0. 383 0 0. 924 
IÈ (С.11) 可 分 解 为 
0. 195 -0.9811 0 0 O 1 
0 0 1 0 0 
M [ Van6] 0 0 0 1 0 
0. 981 0. 195 -1 000 
0 1 0. 383 0 — 0. 924 0 
0 0 0. 383 0 — 0. 924 
-1 0 0 0. 924 0 0. 383 0 
0 0 0. 924 0 0. 383 
0.195 00 -0.9817, 0 -1 0 01] 0.383 0 —0. 924 0 
_ 0 Шыл] 0 0 0 0 1 0 0. 383 0 —0. 924 
0 n 0 0 0]|0.924 0 0. 383 0 
0. 981 0 0 0. 195 0 0 -1 0 0 0. 924 0 0. 383 
(С. 12) 
[ UssA6 | = [o e ed = [ U 34/16 | T 见 式 (6.2) 
L ` 195 -0. a iale B 383 -0. | 
ü 0.981 0.195 Ы 0. 924 0. 383 
图 C. 1b 给 出 了 式 〈C. 12) 的 信号 流 图 。 由 DCT - П У WHT 分 解 可 知 ， 可 以 





用 整数 提升 算法 来 实现 整数 到 整数 的 映射 旦 能 保证 其 可 闭 性 ， 同 时 也 能 很 好 地 保留 
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浮 点 DCT 的 特性 。 + " | 
C.1.2 整数 DCT 的 实现 УЫ 
由 于 Givens 旋转 可 用 式 (С.2) ~ (61) | aon 








4 фи 法 实现 [К Q 
(C.4) bre ~ а — o C2 ”三 个 整数 提升 步骤 实现 一 个 Given 
(C.9) УЗЖ FY 2H 旋转 角 (a, FB, 为 (最 多 4b 位 的 ) 提升 




















构 。 将 格 型 结构 中 的 浮 点 乘 子 B 量化 为 RT, XC 14) 

Bo = + 80/2° 的 形式 ， 则 其 可 以 仅 使 用 (参考 文献 [1-17] ©2000 IEEE) 
i HII ла Ж 90. Жн, 172° 

BARS b (0, 


图 C. 2 给 出 了 实现 一 个 Givens 旋转 的 三 个 整数 提升 步 又。 其 中 的 两 个 整数 乘 
Fa, 和 各 右 移 了 2 位 。 表 C. 1 列 出 了 四 个 Givens 旋转 角 对 应 的 a, A B,, Ж 
用 于 表示 整数 乘 子 的 位 数 ( 即 比特 数 ) 5 =1，2，…，8。 仿真 结果 表明 ， 当 b=8 
时 可 达到 与 浮 点 DCT 相当 的 性 能 ， 即 使 每 一 节点 的 精度 都 为 16 [uy 57, С.З 
给 出 了 一 种 通用 的 8 点 整数 DCT， 需 要 45 次 加 法 和 18 次 移 位 。 











































































































З СІ 不 同 旋转 角 对 应 的 乘 子 w 2,8) (b-1, 2, =, 8) (参考 文献 [1-17] ©2000 IEEE) 

JE – 1/8 

b/bit 1 2 3 4 5 6 7 9 
а, 0 0 1 3 6 12 25 50 
P, 0 -1 -3 -6 一 12 一 24 一 48 一 97 
FE 3.0/8 

b/bit 1 2 3 4 9 6 7 9 
a, 一 1 一 2 -5 一 10 一 21 一 42 - 85 一 171 
P, 1 3 1 14 29 59 118 236 
RE 7/16 

b/bit 1 2 3 4 5 6 7 9 
о, -1 -3 -6 -13 -26 -52 -105 -210 
P, 1 3 7 15 31 62 125 251 
БЕ 31/16 

b/bit 1 2 3 4 5 6 7 9 
о, 0 1 2 4 9 19 38 77 
P, -1 -2 -4 -8 一 17 -35 -71 – 142 
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[5] 


[EB бы 7 a| (ad | 
LT qom m ж Td 
е г 






|= 


















图 C.3 ”一 种 低 复杂 度 、 无 乘法 因子 的 整数 DCT ( [U us] 是 (Uae) 的 整数 近似 , 选 自 表 C. 1) 
(参考 文献 [1-17] (92000 IEEE) 





C.2 利用 二 元 对 称 性 原理 实现 整数 DCTU- P 


另 一 种 实现 整数 DCT 的 方法 是 用 一 系列 整数 蔡 换 8 点 РСТ 的 变换 核 。 对 于 8 
点 DCT， 可 以 得 到 许多 这 种 类 型 的 变换 。 边 界 条 件 用 于 保证 新 变换 只 含有 整数 ， 
НЕЕ ЫЛ DCT。 由 于 这 些 整数 能 够 取 到 很 小 的 值 ， 因 此 变换 很 容易 实现 。 


C.2.1 产生 8 点 整数 DCT 


ABE [TR] 表示 8 点 DCT 的 核 ， 下 面 给 出 了 将 8 点 DCT 转化 为 整数 DCT Ж 
的 步骤 。 

将 [TR] beko m=0, 1, =, 7 用 和 矩阵 [K] 进行 缩放 ， 则 这 些 基 
| nf ЖЕ а, b, c, d. e, f fl g 如 下 表示 : 





» g «€ x uw x Ë E 

a b c d -d -c -b -a 

e f -f -e -e -f f e 

b -d -a -c c a d -b 

[TR] =[K] 

g -8 -8 в 8 -8 -8 E (C. 13) 
c -a d b -b -d a 一 C 

f -e e -f -f e -e f 

d -c b -a a -b c -d 


= (ko Jo shi Jiska Jo ,ks J3 , Еа J4,ks Js kg Jo k3 LO =[KJ][J] 
stp, [k] =diag(ko, ki, «+, Б), Н m=0, 1, =, 7H, || kn Jm |2 =1, 
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由 表 C. 2 可 知 ， 确 保 变 换 [TR] 正 交 的 惟一 条 件 为 
ab — ac + bd + cd (C. 14) 
由 于 式 (C. 14) 中 有 4 个 变量 ， 因 而 有 无 限 多 组 解 ， 从 而 可 以 得 到 无 限 多 个 不 同 
的 正 交 变 换 。 

WR kn, Hm=l, 3, 5, 7, 使 得 4d4=1,， 则 a=5.027, b=4.2620. c= 
2.8478, FARM k, , Н т=2, 6, 使 得 f=1， 则 e=2.4142。 从 以 上 结果 可 知 ， 为 
使 新 变换 尽量 相似 DCT 并 且 能 够 达到 与 DCT 相近 的 性 能 ， 我 们 可 以 设 定 下 列 边界 
Жі: 






























































azbzcmd, Hezmf (€. 15) 
此 外 为 了 消除 因 使 用 无 理 数 而 产生 的 截断 (Л) 误差 ， 须 满足 下 列 条 件 : 
a, b, с, d, e, 部 为 整数 (С. 16) 
表 C.2 行 基 向 量 正 交 的 条 件 
Ji h J Л Js Js h 
Jo 1 1 1 1 1 1 1 
Ji 1 2 1 2 1 1 
Jo 1 1 1 1 1 
Js 1 1 1 2 
Ja 1 1 1 
Js 1 2 
Js 1 
ТЕ: 1. 车 两 者 内 积 为 零 ， 则 正 交 。 
2. 车 ab=ac+bd+cd， 则 正 交 。 





满足 式 (С.14), (С.15), (С.16) 条 件 的 变换 ， 称 为 8 点 整数 DCT, —H. 
[J] 中 的 元 素 确 定 ， 则 可 以 得 到 能 使 这 些 新 变换 标准 正 交 的 缩放 因子 。 由 式 
(C.13) 可 得 


ko =k, =1/(2 42g) (C. 17a) 
ky =k; =k; =, =1/(V2 Va? +b? +P + 0) (C. 17b) 
k, =k =1/(2 Ve +f2) (С. 17c) 


图 C.4 给 出 了 该 8 点 整数 DCT 的 一 种 快速 算法 。 


С.2.2 ”视频 编码 标准 中 的 整数 DCT 
H. 264 

Н. 264/MPEG -4 АУС 高 保 真 范围 扩展 层 (Fidelity Range Extension, FRExt) [1-2] 
中 使 用 了 整数 DCT。 现 将 g =8, a =12, b 210, c=6, d=3, e-8, f -4 时 的 8 点 整数 
DCT 记 作 DCT (8, 12, 10, 6, 3, 8, 4)。 将 这 些 变 量 代 入 式 (0.13) 并 计算 出 
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数据 向 量 变换 向 量 
A(0) 


ха) 
XQ) 
A(6) 


X) 





X(3) 








XS) 
ХО) 
































图 C.4 8 点 整数 DCT 正 变换 快速 算法 (р= (bc)/2a H q= (а-а) /2с) 1-8 











相应 的 缩放 因子 使 得 [ TR] [TR]! 2 [I] САКА Е), ， 这 些 缩放 因子 如 下 
所 示 : 
hp k, "E hls (C. 18) 
A4[TR][ TR]! = [1], "H[TR] [TR] =[1], ЖЕТА, в) = [Kns] Jn s] XE 
矩阵/ 变换， 其 中 
Kal odis [ap pp 
un 1642 1742 845 1742 1642 1742. 845 1742 








J (C.19) 





[в e de x de б e ug 
0: 0 € 3: -3 6 ы =D 
8 4 af R64 = 4 8 
Юс «x edes -e € 10 PC wed 
Hl "Ia cq ой в шук в 
6 22 3 10 dés -7 10 He 
4 ud RD 4 d а ш 4 
Um. x6 36. ей d2- мб & =з 
WMV -9 


美国 微软 公司 的 Windows Media Video 9 (WMV - 9, SMPTE 421M VC - 

1) -31 使 用 DCT (12, 16, 15, 9, 4,16,，6)。 该 变换 的 设计 方式 使 解码 器 能 
够 用 16 位 寄存 器 的 运算 实现 变换 操作 。 其 缩放 因子 如 下 : 

hn h ar =. = (C.21) 

ГЕ Еос алаи L3 

w 24 42/34'4 ./73°34'24 234 4 ./73 34 











(C. 22) 
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12 42 12 12 12 R R 12 

16 15 9 4 -4 -9 -15 -16 

16 6 -6 -16 -16 -6 6 16 

15 -4 -16 -9 9 16 4 -15 
ar 2p 2p op gp -2 -2 m VIUA) 

-16 4 15 -15 -4 16 -9 

6 -16 16 -6 -6 16 -l6 6 
[4 -9 15 -16 16 -15 9 -4 
ГЛ в l[J, в J" = бав (1152,1156,1168,1156,1152,1156,1168,1156) 


(С. 24) 
[1] = ЖЫ CLE 1^) ч 





та 1 1 1 1 1 1 1 1 | 
(27,81 ) ”=diag 人 Ls] 
(C.25) 


d ту (8 8 8 8 8 8 8 8 
=39l Ja] diag DLL ys mà 
(C. 26) 


Wk, LI J 可 用 作 УСІ 解码 器 的 道 变换 ( 见 参考 文献 [LA22] 中 附 





录 A)。 
AVS China (中 国 音频 视频 编码 标准 ，Chinese audio and video coding standard ) 

我 国 的 新 一 代 音 频 视频 编码 标准 AVS 1. 00-2 使 用 了 DCT (8, 10, 9, 6, 2, 
10，4) 。 其 缩放 因子 如 下 : 

















ГЕР ee ey e ПЕСНЕ. (C.27) 
J512 16/2 S442 J464 4 v29 
Uta] то Uma Um" A 
č; 16/27 /442 4 429. J/442 16 42. J/442 4 429 s442 
(С. 28) 
[8 8 8 8 8 8 8 8 ] 
10 9 6 -2 -6 -9 -10 
10 4 -4 -10 -10 -4 4 10 
-2 -10 -6 6 10 2 -9 
[Jes] = (С. 29) 








-6 9 -10 10 -9 6 =2 | 
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注意 ，AVS China 中 的 8 点 整数 DCT 实际 上 是 矩阵 [Jes] WHE. A [Jaa] 
表示 Н. 26411-22 中 使 用 的 4 点 整数 DCT 的 核 ， 则 有 : 
1 1 1 d 
Z- j =J 2 
Ele. 本 (C. 30) 
J s2 2 =l 
下 面 考虑 用 [Jna] 的 形式 表示 [ 4] o APEE PERITI 291 2646 AE 
向 量 ,， 这 是 由 于 它们 组 成 了 一 系列 标准 正 交 基 。 由 于 [Jna] 仅 行 正 交 ， 因 此 有 : 
[Jaa ][ Jaa] =diag(4,10,4,10) (C.31) 
Ла] = фав (4,10,4,100 (([/,4]D) 7 (C. 32) 
Ш] SUIT C441) a (C33) 
иеа qoid Ж, A: 


UJ =[ Jna] CERT = [Ла] "diag (4. | m Dd 


10’ T 
i 1 А 1 1 1 1 
= | diag (1, el iau] diag Ds FEFE A EA] 





= Lai Ming | тузуу JE (C.34) 
RP, [Ду] 表示 H 2641 9 rfe BRI, REA 
1 1 1 1/2 
Inv 1 1 _ 1 1⁄2 -1 =] 
[Jia Сла" diag [i59 uio 1 -1/2 E 1 (€.35) 
1 -1 1 -1⁄2 


利用 式 〈C. 34), (C.35) 及 本 书 附录 F. | 中 的 结论 ， 上 式 经 扩展 后 可 用 于 求 二 维 
输入 序列 [x] 的 整数 DCT 系数 [X], B 


T 
[X] = [人 Е 4 , š ) Є 1 4 , 5 )] o( [Jna] [e] iJn] (C. 36) 
式 中 ,“。" 表 示 两 个 矩阵 对 应 位 置 元 素 相 乘 。 二 维 (4x4) 变换 用 可 分 离 的 方式 进 
行 计算 一 一 先 对 输入 矩阵 / 块 的 行 向 量 做 变换 ， 在 对 其 列 向 量 做 变换 。 二 维 逆 变 换 
也 用 类 似 的 方法 进行 。 
了 
tel = Сла) (1, )] А =" 
(С. 37) 
X (С.34) ШИЛ Ul F EIE ЕНЕ АЈ K, 3X (С. З8а) 为 编码 需 
РТН, 3X (С. 38b) ЕТАН Lo? 


[1] = Lx Jing [1 EA ы ы NE + 二 
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(1 1 1 d T (1 1 1 1 
= (diag 23 JIO 2 , Ло АА] diag a? Ло’ 2 , ЛО [ља] 














(С. 38a) 
“mie (a (2. 2.2.) 
(С. 38b) 


WMV -9 中 4 点 整数 DCT 的 核 [Jea] 为 如 下 形式 : 
17 17 17 17 
22 10 -10 -22 
_ C. 39 
[Jua] iT =17 -=17 17 ( ) 
10 -22 22 -10 


R 1 1 1 Ls) 
[Jwa] diag пе "Ii68 11561168 ) ^ 4) 


2р7, n (18 18 18 18), | 
~Ldw,4 Š | 32289 3229232289 32292 J- "^ 


BI NI X _ 
55074) diag [高 '292 "289 255 sal = [1] ( C. 40) 


ИИК, ГЛ, а" 可 用 作 УСІ 解码 器 的 道 变换 ( 见 参考 文献 [LA22] 中 附录 A)。 


AVS China 中 4 点 整数 DCT 的 核 [J.,] 为 以 下 形式 
2 9 2 2 
5 Uu =i 39 
2 -2 -2 2 
jo % eg 
性 质 C.1 给 定 一 个 N x N 的 和 矩阵 [A], BOSE AS puk n] ЖЛ ИЕ, IS det 
[A] =a, HIE m ITARA m (<N) PEH ао, m, 5, ap HELE, 
m-1 
Па, = а = det [4] (C. 42) 
k=0 
并 将 其 记 作 [B], WA det [B] =1, det [Jpg] =1/(det [K's])。 
2 2 
БШ, 4 [A] =[, a 则 det [A] =7， 从 而 [8] = | et | 


1 5 
性 质 C.2 XFT— S ЕЖЕ [TR], A det [TR] =1。 
由 以 上 两 个 性 质 可 得 ，det [J g] =1/(det [Ky ])„ Ж, [Krs] # [Jrs] 
分 别 由 式 (C. 19) MIÈ (С.20) 定义 。 


C.2.3 8 点 整数 DCT 性 能 


Dong 等 人 A141 开发 出 了 两 类 16 点 整数 DCT 并 将 其 分 别 应 用 于 中 国 音频 视频 
编码 标准 AVS China 增强 档次 (Enhanced Profile, EP) [LA18] 与 Н. 264 高 档次 











[J.4] = (C.41) 
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(High Profile, НР) '!-?2 rp, Ж HS ITE Ai ЛЕ РЕ 16 点 或 8 点 整数 DCT. 
作为 Н. 264 的 第 一 个 修订 案 ， 高保 真 范围 扩展 层 (FRExt) 包含 四 种 类 型 的 高 
档次 。 
仿真 结果 表明 ， 不 论 是 AVS 增强 档次 还 是 H. 264 高 档次 ，16 点 整数 DCT 都 带 
来 了 显著 的 增益 。 因 此 它 可 以 作为 一 种 高 效 的 编码 技术 ， 尤 其 是 在 高 清 视频 的 编码 
中 ( 见 本 书 图 A. 1) CLAM 
表 C.3 p=0.9、N=8 时 平稳 马尔 可 夫 序列 变换 系数 的 方差 党 




































































变换 

li KLT DCT! Int DCT H. 264 WMV -9 AVS Cl C4 

0 6. 203 6. 186 6. 186 6. 186 6. 186 6. 186 6. 186 6. 186 
1 1.007 1.006 1.007 1.001 1. 005 1. 007 1. 084 1. 100 
2 0. 330 0. 346 0. 345 0. 345 0. 346 0. 346 0. 330 0. 305 
3 0. 165 0. 166 0. 165 0. 167 0. 165 0. 165 0. 164 0. 155 
4 0. 104 0. 105 0. 105 0. 105 0. 105 0. 105 0. 105 0. 105 
5 0. 076 0. 076 0. 076 0. 077 0. 076 0. 076 0. 089 0. 089 
6 0. 062 0. 062 0. 063 0. 063 0. 062 0. 062 0. 065 0. 072 
7 0. 055 0. 055 0. 055 0. 057 0. 057 0. 055 0. 047 0. 060 











图 C.5 p-0.9, N=8 时 平稳 马尔 可 夫 序列 变换 系数 的 方差 分 布 〈 见 表 C. 3) 1729) 
(“*” 表 示 KLT 和 DCTL;“o” 表 示 Cham 型 整数 DCT、H. 264 AVC FRExt, WMV -9 & AVS; 
“+” 表 示 Chen - Oraintara — Nguyen 型 整数 DCT Cl C4) 
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30r 


20 F 





0 1 2 3 4 5 6 7 8 
基数 量 (保持 的 变换 系数 的 数量 )m 


图 C.6 p=0.9、N=8 时 平稳 马尔 可 夫 序 列 经 不 同 变 换 后 的 基 约 束 误差 
J, -基数 量 m 性 能 比较 (SLB C. 4) 1729) 
(“*” 表 示 KLT 和 DCT! Cham 型 整数 DCT、H. 264 АУС FRExt, WMV -9 及 AVS; 






































“ +” X Chen - Oraintara — Nguyen 型 整数 DCT СІ 和 C4) 
X С.4 р=0.9, N28 时 平稳 马尔 可 夫 序 列 经 不 同 变换 后 的 基 约 束 误差 у, - 基数 量 m 性 能 比较 
(整数 DCTU - 7, H.264U-?22, WMV 290-7231, AvsU-?U, cp 和 C40-20] ) 

变换 

| m KLT pcr! Int DCT H. 264 WMV -9 AVS Cl C4 
0 100 100 100 100 100 100 100 100 
1 22.5 22.7 22.7 22.7 22.7 22:7 23.3 23. 4 
2 9.9 10.1 10.1 10.2 10.1 10.1 9.9 9.7 
3 5.8 5.8 5.8 5.9 5.8 5.8 5.8 5.9 
4 3.7 3.7 3.7 3.8 3.7 3.7 3.8 4.0 
5 2.4 2.4 2.4 2.5 2.4 2.4 2.5 2.7 
6 1.5 1.5 1.5 1:3 1.5 1.5 1.4 1.6 
7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.6 0.7 


























C3 习题 


C.1 仿照 式 (С.36) 和 式 〈C.37) ， 为 式 〈C.39) Ж (С.41) 中 定义 的 4 
点 整数 DCT 核 推 导 缩 放 因 子 。 
C.2 计算 式 (C.19) 和 式 〈C.20) 中 定义 的 det [Kpg] 和 det [Л з], ЖШ 
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此 验证 性 质 C. 2. 
C.4 课程 实践 


С.1 比较 (8x8) DCT 的 性 能 : 

CI) (8x8) DCT! , 3È (C.1a) 中 所 定义 的 。 

(П) Н.264 采用 的 (8x8) Ж ОСТ, 5X (C.19) 和 式 (C.20) 所 定义 的 。 

(Ш) 美国 微软 公司 WMV -9 (VC - 1) 采用 的 (8 х8) 整数 DCT， 式 
(C.22) 和 式 〈C.23) 所 定义 的 。 

(IV) AVS China 采用 的 (8 х8) 整数 DCT, 式 〈C.25) 和 式 〈C.26) 所 定义 的 。 

MF (1), (H), (Ш) M CIV) 完成 下 面 的 工作 。 

(a) p =0.9 时 一 阶 马尔 科 夫 过 程 的 方差 分 布 〈 画 图 并 给 出 数据 表格 ) ， 参 见 
图 C.5 MK C. 3。 

(b) 归 一 化 基 约 束 误差 与 基数 量 的 关系 (画图 并 给 出 数据 表格 ) ， 参 见 图 C. 6 
MIK C. 4, 

(e) 得 到 变换 编码 的 增益 。 

(d) 对 本 书 式 (А.7) 定义 的 分 数 相 关系 数 (0 <p <1) ШИ, 
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附录 D DCT 和 DST 


D.1 DCT 和 DST Bj. 


下 面 列 出 了 DCT 和 DST (类 型 I - IV) We, 


I ~ IV DCT 
[ ТЕЕ J Lee, E d k,nz0,1,--,N 
[С] ] = ее» т) 2 z) k,n =0,1,=, N -1 
] N ~ 


[ct In =f Fecal sea) 1 k,n=0,1,---,N-1 
N 


/2 afk oe) 
[CN 15 = ml 2 | k,n=0,1,.…,N-1 





2 
N 
[CE 和 [CR | ate eer, [CL] ACCE agit, RIK. 
(Chal = 6а] = [Casa] [CI] sper sien | 
[CA] = [сит - EC] [Ce] = [СУ] =[ С] 
I ~IV 类 DST 


(San = [I sin zén] k,n=1,2,.…,N-1 








[Sy 4] eps al spera]. ISe] = [sys] s Ley] 

[59] ^ &[L8T "= [SW] [Sy егу I SIS] 

[CEJ СВОЕ  [c¥]=[D][S¥][J] [cY]=[D][SYV][J] (D.1) 
Rp, [J] 为 单位 矩阵 取 反 ; [D] 为 对 角 和 矩阵 且 其 对 角 元 素 [p], =( -1)*, 
上 =0，1，…，N-1( 见 参考 文献 [B28] 第 76 91), 
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下 面 列 出 了 DCT 和 DST (类 型 y ~ ҮШ) 的 核 。 


V ~ Vz DCT 


ГСУ ] 


[oy] 

















= = 5, COS утап. " n=0, 1, N-1 
1 
€,1, cos "= k, n=0, 1, ‚ N-I 











1 
СЇ] = И Ес] k, n20, 1, =, N-1 
2N - 2N -1 
rv 2 ie e) 
[60 Jin = — —cos 2 2 k, n=0, 1, oa) N-2 
vane! 2N -1 
[Cw]- = TOY] = [CZ] [es To e DOCTI a [Єй] 
ГЄ eb e TO PCr 4 m TORT eO] 
V ~ Wz DST 
геу 3 = 2 : 2mkn " 
олт = ANT sin|2N 1 k, n=l, 2, , N-I 
ЕБ о Ді (*-т) ЕЕ NA 
J2N-1 
gu suu “т 人 -二 a. qu. МЕЛ 
МЭМ -1 те z) 
gp n- pa a(t rm k, n=0, 1, =, N-1 
МЭМ —1 aN 
бут = [Sfal™= [S4] Ге [su r= [sn j 
Ens] ep = [57] [5 ] Toe = [51] 
其 中 
l ,=0 或 N 
e, = 12 
1 p#0 FIN 
1 
— p=N-1 
1,22 
] p#N-1 





EÈ DCT 5j DST #65 M 点 广义 DFT (Generalized DFT, СОЕТ) 相关 。 令 NON 
正 整数 ， 对 于 类 型 I 21V, AM=2N; 对 于 类 型 V - М, AM=2N-1, At, XJ 
T3839] - У (偶数 长 度 CDFT) , 




















UP 


и; ， 对 于 类 型 V „Үү (奇数 长 度 GDFT)， 
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M 为 奇数 。 

参考 文献 [LA3] 给 出 了 GDFT 及 全 部 16 种 离散 三 角 变 换 ( ~ VH2S DCT 和 
DST) 正 交 和 非 正 交 形 式 的 代码 。 为 计算 GCDFT， 参 考 文献 [ТАЗ] 中 的 рай. m 使 
用 了 下 列 形式 的 FFT。 





N-1 
[Gaa] = XT (k) = AO {+ (+b) Lm 0,1,--,N 24 
n=0 
| =: j x 
E Tar ү ннн = VONT > [x(n) War ] W^ 
n=0 120 
= s P FET (я) WE] (D.2) 
a -0, b z0; 一 般 DFT 
a= b=0; 奇 频 率 DFT 
a=0, b= : 奇 时 间 DFT 
1 1 , 
а= 1, b=}, 奇 时 间 奇 频率 DET 


D.2 DCT 和 DST 的 推导 





本 节 分 三 个 步骤 推导 西 离散 三 角 变 换 (Discrete Trigonometric Transform, DTT) 。 

(1) 对 于 一 个 特定 形式 的 GCDFT， 选 择 与 其 相同 /相关 类 型 的 DTT。 参 见 参 考 
文献 [1-12] PRIM, 

(2) 对 СОЕТ 应 用 对 称 输入 扩展 以 得 到 ОТТ (参见 参考 文献 [1-12] PKM 
和 图 2) 。 

(3) 使 DTT 正 交 化 。 
推导 过 程 中 我 们 可 以 看 出 DTT 具有 的 其 他 特性 。 本 节 使 用 与 参考 文献 [I- 
12] 相同 的 符号 。 











DCT - II 
邻 X 为 一 个 长 度 为 (N x1) 输入 向 量 x 的 类 型 -2 DCT. 
Х = [Goin] [Е usus ] x= [С] x (D. 3) 
1 1 
onde ог bn) (D. 4) 
J ON J ^N 


fij, 4 DCT 长度 N=4, М 为 CDFT 输入 序列 的 长 度 ， 有 : 
Le iN-1,N,N«1l 
(LxM) = (Nx2N) 
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On(0 +1/2) On(1 +12) 07(6+1/2) .07(7 +1/2) 
e^? N е) N s е) N е) N 
gum n 1417/2) pee eRe 
e N e N ... e N e N 
[Goin] [ Fusus ] 一 .27(0 41/2) .27(1+1/2) .27(6+1/2) .27(7 +1/2) [ Fusus | 
e7 N е) N as e7 N e^? N 
37(0 +1/2) .37(1+1/2) 37(6+1/2) .37(7 +1/2) 
e7 N e N Sa e7 N e N 
(D.5) 
(M =2N) (N) 
[1 
.07(0 +1/2) .0т(1+1/2) 07(1 +1/2 .07(1/2 1 
е) N e! N Med el N el N 1 
0+1) iE +1⁄2) m +1/2) gum 1 
e N e` N eee e N e N 
= .27(0 +1/2) .27(1+1/2) .27(1 +1/2) .27(1/2) 1 ( D. 6) 
e7 N e 1 N swe el N el N 
.3т(0 & 1/2) 3т(1+1/2) 3т(1+1/2) .37(1/2) 1 
e7 N e? N ues el N el N 1 
L1 
г (Om (0+1/2) От (1+172) От (2 +1⁄2) On (3 an 
COS| ^ ~ n cos| A  — COS ^ A ——— COS| —— A 777 
N N N 
Іт (0241/2) Im (1417/2) Іт (241/72) In (3 an 
COS| ^ A COS| — A 77 COS| — A — COS| ^ A — 
E N N N 
ü 2m (0+1/2) 2m (14172) 2m (24172) Qn (3 EM 
cos ЕЕ Со == cos! C—— —-  — - COS|.— — ., — — 
N N N 
3m (041/72) 3m (1417/2) 3m (2417/2) 3m (3417/2) 
[Cos N COS N COS N Cos N 
[ min +5) 
=2| cos 2 |- [cos] = [Cx] ( 双 正 交 ) (D.7) 
L N 
使 该 矩阵 与 自身 正 交 。 
1 
a 6s e, 1 = 
ales] Le Boos] = CD Let] = diag 4,1,1,1) 
1 
L2[cos]" [#11] ев] = 
1 
( /2/N[ cos]'Le,])( /2/NLe,|[cos]) = Те] = ag >! ‚1 a) 
( vV2/N[ e] [cos] )"( V27NL[ e, ] [eos]) = [1] 
[Crg] [Cre] = [7] (自身 正 交 ) (D. 8) 
[C] = V2N[e;] [Сре] [e,] ^! = diag(42,1,1,1) (D.9) 
DCT - I 


令 X 为 一 个 长 度 为 (N+1) x1 输入 向 量 x 的 类 型 -1 DCT, 
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X= [Goo] [Ewsws] х= [C] x (D. 10) 
.2mkn . mn 
Lulu =ехр[ -i gn” | = ор -ij (D. 11) 
例如 ， 令 N-4, 
- рч ра pun gun "m 9203) ` отв) б бнт 9 
QUSS Qu QU ei 
К -jl -p0 " -pae -pan [ E vsus] 
3т(0) Зт(1) Зя(6) 3a) 
e N N “FON “TON 
_ Ano) _ ащ!) ENG NO 
Le ^ е^ e! ^ А 
(Lx M) L=N+1,M=2N 
(D. 12) 
(M -2N) (N+1) 
1 
P: EOS gu 1) .Om(1) 1 
e N e N e N 
aa gor eS 1 
= | eT е : i (D. 13) 
- PED é -p el N. 1 
e л 7 Г 
_ат(0) Ат) An(1) 1 
Le N e J N el ^ 
1 
[ От (0) От (1) От (2) От (3) От e, 
cos — w 2cos N 2cos NW ae 2cos —N | cos N 
1тт (0) la (1) 1тт (2) 1тт (3) Іт e, 
COS UN 2cos N 2cos EE XS 2cos ZEE NE COS N 
_ 2T (0) 2T (1) 2T (2) 2T (3) (20 | 
= | cos V 2cos N 2cos N 2cos —N | cos N 
3T (0) 3T (1) 3T (2) 3T (3) 3T e, 
COS 一 2cos N 2cos -w 2cos E cos N 
4m (0) (4m (1) 4m (2) 4m (3) 4a о) 
үн ү 2соз N 2cos UN 2cos —N | cos N 
( D. 14) 
СЕЗЕ [2] =.) (р. 15) 
= [С] ( 双 正 交 ) 
{EIA BEES H EIE, 


E 


Le. te. =й] 
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еб) 


=E YIN в‚17![Сь1[#„1)( УЭМ[е„]7![Сь1[#,]) 


Fa és TET rec] SEI Les] =) 

















[Cz][ Ск] = LC 1! [Ce] = [1] ( 自 正 交 ) (D. 16) 
DCT - M 
令 X 为 一 个 长 度 为 (N x1) 输 入 向 量 x 的 类 型 -3 DCT, 
X =| Gino] [| Ewswa lx = [ Cs, 1х (D. 17) 
1 1 
2т{& 23 al yh 
[ Со oli = exp E 2/|-exp| . 2 (D. 18) 
J oN J N 
U2) 7(0) (472) m(1) ‚(1/2)т(7) 
e! N e! N $ =A N 
zy ets) н) sje) 
e oa e n ... e N 
[6,20] [ Ewswa | = .(2 41/2) m(0) „(2+1/2)т(1) „(2+1/2)т(7) [ Ewswa | 
e! N e! N es e! N 
.(3 € 1/2) m(0) .(3 +1/2) m(1) .( +142) (7) 
e! N e! N es e! N 
(D. 19) 
注意 
[iat] = i . _ (ЧЮ) N 24 
хр ] N = exp J3N exp| J 2N exp J N = 
[1 
(1/2) m(0) (1/2) m(1) .(1/2)т(1) 1 
e! N — el N T dl N 1 
jean TELS mao 1 
e N -e N ... e N 
= .(2 21/2) (0) (2:2 1/2) m(1) (2: 172) m(1) 0 ( D. 20) 
e! N — el N xa e! N 
.(3 41/2) (0) (3 41/2) m(1) (GG 17)m(1) -1 
e! N — el N visis e! N 
-1 
L -1 
r (1/2)т(0) (1/2)т(1) (1/2)т(2) (Ane) 
соз| —— 2cos| —— 2cos| —— 2cos| 一 一 一 一 一 
N N N 
(1+1/2)т(0) (1+1/2)т(1) (1+1/2)т(2) Е т(3) 
cos у 2cos N 6 2cos N 2cos 


| 


_ | ез| CHT | reo CHOTO) dep қ 
1) 











N 
(D.21) 
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EOP 


& Des ( 双 正 交 ) (D. 22) 
Е, 20 (0.18) 中 的 [ Ewsws ] ЖАР. 1e 所 示 。 
在 下 一 节 中 ，DST 定义 如 下 : 





[Sie Jan =2[sin( Ж] kn-21,2,,N-1 (D.23) 
min) 
E 2 | kz1,2,:,N 
N 
istis se A ( D.24) 
Gu Gk ёз С ба D Gp 
WSWS HSHS WSWA HSHA 
(М1) (N) (N) (N) 
t tt ttt t 
0 NM- 0 NM- 0 0 
a) b) c) d) 
Siu Si К. S31, Sa. Se ,Sae 
WAWA WAWS HAHS 
(N-1) (N) (N) (N) 
n n n n 
t 1 4 H: ttt ttt 
Ú N 0 0 NM-1 0 NM-1 
e) f) 2) h) 














图 D.1 N=4 8 SPS (对 称 周期 序列 : Cy’, Су!) 和 DTT (Cy, Сз.) 的 对 称 性 (空心 圆圈 
表示 SPS，N 可 以 为 偶数 或 奇数 。 参 见 式 (3.97) 中 的 例子 ) 
(参考 文献 [1-12] @ 1994 IEEE) 
a) WSWS b) HSHS c) WSWA d) HSHA e) WAWA f) HAHA g) WAWS h) HAHS 





然而 ， 与 之 前 相 比 ， 由 一 个 不 同类 型 的 GDFT 推导 DCT 的 过 程 要 复杂 得 多 ， 
而 这 两 个 过 程 都 非常 有 有 用。 例如， 参考 文献 [LAS] 第 49 页 给 出 了 由 常规 DET 
(СОЕТ, ?4a 20, b =0 时 ) 推导 DCT -本 的 过 程 (还 可 参见 参考 文献 [ B19])。 

与 类 型 -1 和 类 型 -2 DCT 中 的 对 称 输入 扩展 不 同 ， 类 型 -3 和 类 型 -4 DCT 


中 的 非 对 称 输入 扩展 (注意 [Ewswa 」 中 的 负 号 ) 是 由 于 频 点 移动 了 而 引起 的 。 
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即 类 型 -3 DCT ex -j ifi (ee). 对 于 DCT 来 说 ， 一 个 输入 序 


列 采样 样本 (N 24) piu uc ATE [221], UR 
(D.15) 和 式 (D.22) 为 例 ， 两 者 分 别 对 应 DCT- I ( 见 图 D.1a) # DCT - Ш 
( 见 图 D. 1c)。 

S HSHS 表示 一 个 周期 序列 采样 样本 (N 24). 左 对 称 点 (Left Point of Symme- 
wy, LPOS) 处 具有 半 采 样 对 称 性 ， 右 对 称 点 (Right Point of Symmetry, RPOS) 处 
同样 具有 半 采 样 对 称 性 。 则 一 个 DCT - 开 的 输入 序列 暗含 HSHS 的 性 质 ， 如 图 
D. 1b 所 示 。DCT - TARE WSWA 的 性 质 ， 如 图 D. 1с 所 示 。 

WSWA 表示 一 个 周期 序列 采样 样本 (N =4) 左 对 称 点 (LPOS) 处 具有 全 采样 
对 称 性 ， 右 对 称 点 (RPOS) 也 具有 全 采样 对 称 性 。 
由 DFT #25 DCT - II 


— 3 


pA. 22 ph EL 


Zr] AE. ЇН] EC 

e= [eo ( Jey Jen oy Dy 

与 矩阵 
[е] diag [e (29) е (8. na EPI 

则 

[ЖҮ] = [eo (RED _ [C35] (D.25) 
HX (D.5) 可 知 

VPE ы = [ew УЕ |] 600) E (D.26) 


= [ее УЕ Jun tn rs] =[c,.1 (D.27) 
Xm, [F] X DFT ME; [H] =(LAxw],[Owxw])。 一 个 对 称 输入 序列 的 DFT 为 
[НЕП Енѕнѕ | = zz [е (29): = = VZN exe (HE) Cee] [Св] 


(D. 28) 
RP, [C,.] 表示 非 标准 化 的 类 型 -2 DCT (5; (D.9) 定义 )。 标准 化 的 类 型 -2 
DCT [Сук] 可 用 DFT 和 矩阵 如 下 表示 : 


[ene] -Ber [e (CJ JUL Enss] (D.29) 


类 似 的 推导 过 程 见 参考 文献 [LAS, B19], 。 该 过 程 也 可 以 扩展 至 二 维 情形 ， 即 
[х1] = (Cgqg][x][Cge]7, HP, [X01] 为 输入 矩阵 [x] 的 DCT 系数 矩阵 。 
首先 ， 复 制 输 入 图 像 ; 
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[ Xow «av J = [Eysus] (10 Eusus ] ( D. 30) 
[xen] Lite [ew [E] ]un tits say EPICA" [ee ( RJ] c 
(D.31) 


利用 本 书 附录 F.4 中 的 性 质 ,， 式 (D.31) BA 
per) -去 [ser] [e* (e*) T] [H][FlUx;ysoy]LF] [7 ) (D.32) 


AH, mie-(1A2, 01, 1, +, 1)", HA JS (ON x10)5 “°” RPE XT 
应 位 置 的 元 素 相 乘 。 对 于 一 个 Y=4 的 (NxN) EEA: 
12 149. LABS 192 
Les] = 1⁄2 1 1 1 
1^2 1 1 1 
1^2 1 1 1 
图 D.2 给 出 了 式 (D.32) 的 一 个 应 用 [7 。 


QNX2N) 











QNX2N) 






D.2 利用 二 维 DFT 实现 二 维 DCT - Il 


现在 我 们 得 到 了 一 幅 (NxN) 大 小 图 像 的 (N x N) DCT 系数 矩阵 [x91 ] ， 
并 且 想 得 到 一 个 (2N x2N) 的 DFT 和 矩阵 [下 ]， 通 过 它 可 以 计算 DCT 系数 矩阵 
[xt], 


[алхол] = [ Egsus ] [x] [ Ensus ] (D. 34) 
[X*] =[F] xou xou] LF I" (D. 35) 
[X*] = [eet ] o ( [Ewswa ][ Co, ЈС)  [ Ewswa 1") (D. 36) 


[ X" ] =2N[ ее! ] of ee! | o([Ewswa ДЕС pe |e) Ск] [Ewswa]) (D. 37) 
£2(42,1,1,:-,1)? (2N x1) 


e = exp ino ,exp Hm QUU, exp jn QN-1)y (2N x1) 
| (БҮ) Ë | 2N ) 


SUH, DEysyA] 定义 见 式 (D.19) НУ р. 1e 相关 。 
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k 20,24 +++ ,2N-1 
7061,77, N-1 к | 
: [0—CN-1)] [0— (2A-1)] | 个 新 指数 集 
[0 一 (N-1)] [0—(N-1), m] 


x(n) pert IE, acp ga 





[07 N] 





















[1L (QV-1)] [1 (V71)] 


[0 (N-1)] "a 
y(n) X 非 对 称 扩展 012) 


[1—N] [.,1— 0-1), ] — [5107 D. 































Ex x у 
= DCT-II [ы 寺 称 扩展 “六 一 > 5-00 
m,n,k=0,1,---, №1 
Zeon(m) = x(n) * y(n) = IFFT[X F (4) х Y РОЮ] 见 式 (2.23) 
tm \ joy ! 
Zcon(™) = Z att (m+1) 对 称 扩 展 
两 个 向 量 对 应 
位 置 的 元 素 相 乘 м) [1-0-0] 





非 对 称 扩展 
51е (20) 


图 D.3 循环 卷 积 可 用 非 标准 化 的 DCT 和 DST 代替 FFT 计算 ( (1, 2) 表示 (2:1) 下 采样 
“x* ”表示 循环 卷 积 ， 输入 序列 zx (m) =zq (m+1)， 有 一 个 采样 点 的 延 返 m=0, 1, …, N-1; 
[0-(N-1), * ] 表示 在 NN 个 DCI/DST 系数 之 后 填补 了 一 个 0; 实心 圆 “ 
表示 当前 位 置 元 素 值 恒 为 0， 由 于 其 不 会 影响 计算 结果 ， 因 此 在 其 他 情形 中 
我 们 通常 将 其 忽略 ， 实 心 方块 “er” 表 示 一 个 附加 的 0) 


Sie (A) 



































р.з 用 DCT #0 DST RE FFT 的 循环 卷 积 


两 个 周期 序列 在 时 域 /空域 的 循环 卷 积 相 当 于 两 者 在 DFT 域 相 乘 ， 这 也 称 为 
DFT 的 卷 积 乘 法 特性 〈 见 本 书 2.4 节 )。 

对 于 离散 余弦 变换 (DCT) 和 离散 正弦 变换 (DST) 统称 离散 三 角 变 换 
( Discrete Trigonometric Transform, DTT), Reju 等 人 LA6] 发 现 了 类 似 的 良好 性 质 。 
由 于 离散 正 余 、 弱 变换 存在 快速 算法 ， 因 此 在 滤波 方面 的 应 用 中 ， 该 方法 可 以 作为 
BE DFT 方法 之 外 的 另 一 种 选择 〈 见 图 D. 3) 。 参 考 文献 [LAG] 中 描述 的 该 方法 的 
MATLAB 程序 代码 参见 网 址 http: //www. ntu. edu. sg/eee/home/esnkoh/ „ 
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Ci (k), CG, (k), S, Ck) MS, (k) 分 别 定义 于 式 (0.15), (D.9), 
(D.23) 、(D.24) 。 


D.4 DCT 的 循环 移 位 特性 


由 于 NN 点 DCT 可 由 2N 点 DFT HES HR AS! ， 因 此 当 上 为 奇数 时 在 N 点 采样 
长 度 内 其 基 函 数 无 法 构成 完整 的 周期 。 如 当天 = 1 时 为 半 个 周期 ， 则 天 =3 时 为 一 个 
半 周 期 ，…。 人 参见 参考 文献 [B6] 中 图 5.1。 例如 ， 当 =1 时 ， 最 低 非 零 频 率 元 
素 为 





N 
其 周期 为 2V。 一 个 序列 循环 左 移 (向 前 ) 整数 d 个 采样 点 (4 可 扩展 至 非 整数 ， 
Н (р. 39) 同样 成 立 ) 可 以 看 作 其 基 郴 数 向 相反 的 方向 移动 d 个 采样 点 而 序列 
本 身 不 动 。 在 上 述 条 件 下 ，Rhee 和 Kang [7 发现 了 空域 的 原始 数据 和 频 域 的 移 
位 数据 之 间 的 移 位 特性 。 可 用 下 式 进 行 表述 : 


C2°(k,n) өч) (D. 38) 


1 

ara) «aX etala) T idw k-20,,,N-1 
n=0 N 

( D. 39) 


j 
+ 


e(n, k) = k AWM, d< -1 H N+d<n <N 
1 其 他 

例如 ， 给 定 {x(n)| 211,2,3,4], "4 d = 1 B |C (k)} 的 IDCT 5 x(n) = 
12,3 ,4,1} 相 等。 该 性 质 说 明了 空域 原始 信号 与 频 域 表示 的 〈 可 以 是 亚 采样 / 亚 像 


ж) 移 位 信号 之 间 的 关系 。 对 于 西 DCT， 式 (D.39) BH 


CHE(k) = f Ye. k)x ОЁ k(n ERU] k 20,1,:---, N -1 


N 


| -D^ 为 奇数 ，d >0 且 0<n<d, 或 





( D. 40) 
其 中 
c(n, k) = k AWM, d<-1AN+d<n<N 
1 其 他 
Кя k=0 
E, = 
1 ”其 他 


| -1) 天 为 奇数 , 4>0 且 0<n<d, 或 
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D.5 习题 


D.1 证 明 式 (D.1) 中 的 [CN] 2 ED][ SE ](J]. 

D.2 类 似 式 (D.3) ~ (D.8) 的 推导 过 程 ， 利 用 相应 形式 的 СОЕТ 推导 
DCT- 亚 和 DCT - N. 提示: exp( =i 052 e CH). ap ( -j Bt) = exp 
üt -w7 )= -expli i) x qa»). N=4, 

0.3 (a) 参见 式 (D.5) ~ (0.7) 的 推导 过 程 ,在 Y=8 AN =9 时 解决 该 
问题 。 给 出 解 题 过 程 。 

在 下 列 情况 下 重 做 。 

(b) DCT- І, 

(c) DST- I, 

(d) DST- I, 

D.4 E DCT- ПЖ C, (k), k=0, 1, =, N- 1, WAH C, (k) 得 
8] C, (2k), k=0, 1, =, N-1, M Ca (k) 的 形式 表示 C, (2k), k=0, 1, 
N-1。 例 如 : 

{Cae (2k) | 216,(0),0,(2) | k=0,1,---,N-1 




















D.6 课程 实践 


D. 1 运行 参考 文献 [LA3] 中 的 MATLAB 程序 代码 ， 给 出 结 

D.2 运行 使 用 了 DCT 和 DST 的 MATLAB 循环 卷 积 代码 [MM] ， 网 址 为 ht- 
tp: //www. ntu. edu. sg/eee/home/esnkoh/。 画 出 下 列 情况 当 V=8 和 N=9 时 的 图 。 

(a) Ci, (E), SCR) , Caelk), Szo (k), COE), S (2k), Cae (2k), S, (2k)o 

(b) 两 种 快速 循环 卷 积 DFT 和 DTT 法 的 输出 。 

D.3 (a) 利用 二 维 DFT 实现 二 维 DCT-I, WK р. 2 所 示 ， 使 用 MATLAB 。 

(b) 计算 一 幅 (N x) 大 小 图 像 的 (N x N) DCT 系数 矩阵 [X51 ] ， 并 计算 
一 个 (2N x2N) 的 DFT SEM [X*]， 可 以 通过 其 计算 DCT 系数 矩阵 [ХС], 
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жЕ 克 罗 内 克 乘 积 与 可 分 离 性 


E.1 克 罗 内 克 乘 积 


定义 El 设 [A] 为 (pxq) Ж, [B] 为 (Ex1) WE, MU [A] 和 





[B] 的 左 、 右 克 罗 内 克 乘 积 (Kronecker products ， 也 称 作 和 矩阵 积 (matrix product) 
或 直 积 (direct product) ) 分 别 为 以 下 两 个 (pk x gl) 的 和 矩阵 [86] 
Г [A] boo [A] bo is [A] bo 1-1 
[4]9,[8] " a B ü e (E. 1a) 
LLATb, 10 [A]b, |, 5 [A]b, 11.4 
ау B ] ay LB] nU а) 1L B] 
[A]®,[ B] = mo ч ñ ee (E. 1b) 
a,-_1,0LB] a, 1 1L B] did 8, 1,4118] 
[B]E.1] ^4 
1 1 1 2 
ul mune ¿| 
则 
1 1 2 2 1 2 1 2 
1 -1 2 -2 3 4 3 4 
[4J@,[B] =, ， g WAB 5 1 2 
3 -3 4 -4 3 4 -3 -4 





注意 ， 左 区 罗 内 克 乘 积 的 形式 为 [A]60,LB]; AMP АЈ у [A] On 
[B], HT [A] @, [B] = LB] @, [A], 因此 本 书 及 MATLAB (命令 为 
“kron”) PRERNA Y ARR, 
性 质 了 1 zi [A] 为 (mxm) Ж, [B] 为 (nxn) 矩阵， 则 
det([A]®[B]) = (det[ A] )" (det[ B])" (E. 2) 
例如 


1 0 0 
ars 1 Nt S | det( [41 181) =8 
001 

(det[ A])"(det[ B]) " =122? =8A(det[A])™(det[ B])" 2 172? =4 
性 质 E.2 Æ [A] 和 [B] EZ, W [А]@[В] 也 是 正 交 的 〈[4]7 = 
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[A], [B]’=[B]-!'). 该 性 质 可 用 下 面 的 关系 证 明 。 
([А]®@[В])Т(141® р: ([A]7T69L B] ) ([A]G9[ B]) 
СТАТ ТАТОВІ ST7, 169L 4] =n] 
(E.3) 


E.2 广义 克 罗 内 克 乘 积 


定义 E.2 KENA (mxr) Ж [A,],, НАЈ у 表示 , i0, 1, +, 
-1。 同 时 给 定 一 个 (Nx1) Ж [B], WEX (mN xrl) EE (1А 
[B]) dH FU). 
[ Ao ] Ooo 
A b 
LATI 7 @[B] = PES (E.4) 
[Ay_;]@by-y 
式 中 , b, dan [B] Wi Tet, ARM ГА, 都 相同 ， 则 上 和 式 简化 为 通常 情况 
下 的 克 罗 内 克 乘 积 。 


[ 例 E.2] ^4 
Ши 
1 -1 1 1 
Dh]. _, plal=[, 4] 
E d 
则 广义 克 罗 内 克 乘积 ; 
1 1 1 1 1 1 
[| _ Jou ij 1 -1 1 -1 
47098] =) у _; а 
КЕСУ 
上 式 可 看 作 一 个 行为 逆 位 序 的 (4 x4) DFT 矩阵 。 
E.3 可 分 离 变 换 
考虑 对 一 幅 (MxN) 的 图 像 [x] 做 二 维 变换 ， 有 : 
(MxN) (M xN) 
[X] = [A] [x] [B]? 
(MxM) (NxN) 
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M-1N-1 
X(k,l) = У, Ma(k,m)x(m,n)b(I,n), 0 & k&M-1,0«IxN-1 


m=0n=0 
(E.5) 
上 述 关 系 称 为 二 维 数据 的 可 分 离 变换 。 这 里 [A] 相当 于 对 [x] 进行 列 运算 ， 
[B] 相当 于 对 [x] BETTER. SX, 和 xn 分 别 表示 [X] WR TA [x] 的 第 
m 行 ， 则 上 述 行 运算 变 为 [56] 
M-1 M-1 


Xk = Balk,m)[[B] <n] = У, ([A] Q[B]) nsn OSkSM-1 


т =0 т=0 
(Е. 6) 
AH, [A] @[B], ,为 [A] © [B] 的 第 (k, m) 个 块 , Ok, m<M-1, Ж 
将 Га] 和 [X] 按 行 顺序 排 成 向 量 * 和 X， 则 式 (Е. 5) 的 可 分 离 变换 可 映射 为 一 
个 向 量 的 克 罗 内 克 乘 积 ; 














X = ([A]G[B]) x 
(MN x1) (MNxMN) (MN x1) (E. 7) 
其 中 
x хо 
x! _ 
Х= " х= үт (E. 8) 
Xha XM 1 
定理 E.1 对 于 一 幅 二 维 (MxN) 图 像 [x] ， 其 一 维 变换 为 
(MN x MN) 
X = [A] x 
(MN x1) (MN x1) (E. 9) 
当下 列 条 件 成 立时 为 可 分 离 变换 : 
[A] = [ A, | Ф ГА, | (Е. 10) 
其 二 维 变 换 可 用 下 式 描 述 : 
(MxN) (MxN) 
[X] Е [A ] [x] [A ]* 
(M xM) (NxN) (E. 11) 


* [A], [4] 为 (NxN) EE, [A] 为 (CN x NT) ЖЕ, Ws UCIT VLA. 
ОСМ) ROR OON) (NXN) 矩阵 与 (NxN) 数据 相 乘 需要 OCN?) 的 计算 


复杂 度 。 
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1 
由 欧 拉 公 式 / 恒 等 式 
2cosg =e +e -i? (F. 1) 
j2sin0 = ei? — e 7! (F.2) 
可 以 推出 
复合 角 公 式 
cos(a + b) = cosacosb + sinasinb (Е. 3) 
sin(a +b) = sinacosb + cosasinb (Е. 4) 
乘积 恒等式 
2cosacosb = соз (a-b) +cos (a+b) (Е. 5) 
2sinasinb = соз (a-b) -cos (a+b) (Е. б) 
2sinacosb =sin (a-b) +sin (a +b) (Е.7) 
双 曲 函数 
cos (j0) -cosh8 (F. 8) 
sin (j0) =jsinhb (F.9) 
2cosh8 =e? 4 e^? HX (F.1) 和 式 (F8) 得 到 (F. 10) 
2sinh0 =e? — e ^? (F. 11) 
cosh? 0 – sinh? 0 21 (F. 12) 
2 


# f(x, y) ФЕ(и, v), Wi] f(x — oy, y)©F(u, +u), XE “е” RRL 
维 傅 里 叶 变 换 对 (参见 本 书 5.2 7) H 。 
WEBB: 

















J[f(x-oy,y)] = ПИСЕ = oy, y)e 2") dydy 


XB, “7” Beate ade. (VEER s =x -oy, t=y, 分 别 用 $(s, 1) =s + 
сі (s, t) 2t HR x Aly, A: 
1 


F [f(x - gy, )] - ý (s,t)e PwT(ust(u+cu)t) 
y,y J[.^ A 








7 dsdi 
1 
=F(u,v+ou) 
l c 
шт, rate 
推论 F.1 Efx, y) 的 傅 里 叶 变 换 为 F(u, v), Ш F(u, о+ош) WEE 
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BRA f(x -oy, y)o 


3 
La -a"ln a 
u 
WEBS: 
d u d ша yu d (Ina)u _ (Ina)u d 
Jut zs ) = ае =е du nau 
- (ау (Ina) = ања 
4 


4 aW b а, “о” FANN IATS ACA, Ml 
diag(a) [ C]diag( b) = (аЬ!) °С] (F. 13) 


Bjü,-a-(2, DT, b-(1, 277, [С] = А °] (ist (3.74). (0.36), 
(C. 37), (D.32)), BJ 


diag(a) [C]diag() = [° MI allo Р M 
ere = (0) «15 ШЕ alb ol-b ol 


F.1 习题 





F. 1 证 明 推 论 本 附录 的 数学 关系 1。 
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附录 G MATLAB 基础 





本 附录 介绍 了 MATLAB 的 基本 知识 ， 并 且 提 供 了 和 若干 参考 网 址 和 与 MATLAB 


相关 的 参考 文献 。 
>>4=[12; 34] 
НИ 
A= 
3 4 
>>max(A) =[3 4] 


>>min(A) =[1 2] 
>> (4,1,4) =[1 3 2 4] 


>>A=[2 5 1],[ B,J] =sort(A) 
>> А =eye(3,4) ; 

>> A -ones(2) ; B = хегоѕ(2) ; 

>> еуе(4)  eye(4) Ail 1 +eye(4) 
>>sum(A) = [4 6] 


>> mean(A) 


>>A=[1:3] 
>> diag (A) 


>>A*B 
> A. * В 
>> InV 

>> fliplr 

>> flipud 
>> rot90 

>> flipdim 
>> sin( A) 
>> asin( A) 
>> cosh( A) 


返回 1 x4 的 矩阵 ， 它 的 元 素 是 从 [A] 
列 提取 的 

按照 升序 排列 。 返 回 索引 矩阵 7 

大 小 为 (3 x4) 的 单位 矩阵 

分 别 为 (2x2) ВТ ЯО Ж: 
是 不 同 的 

XI TIER A, sum (A) 是 一 个 行 向 量 ， 其 
个 元 素 为 对 应 列 所 有 值 的 和 

XI THERE, mean (А) 是 一 个 行 向 量 ,， 其 
个 元 素 是 对 应 列 所 有 值 的 平均 值 
等 价 于 4=[1 2 3] 

如 果 输 入 是 一 个 向 量 ,diag(4) 是 一 个 对 角 
阵 。 如 果 输 入 是 一 个 矩阵 , 则 列 出 了 [4] 的 主 
对 角 元 素 

矩阵 乘法 

两 个 矩阵 的 点 乘 运算 

和 矩阵 取 逆 

左右 方向 上 翻转 矩阵 

上 下 方向 上 翻转 矩阵 

把 矩阵 顺 时 针 旋 转 90° 

沿 着 定义 的 维 数 翻转 矩阵 

A 中 元 素 的 正弦 值 

А 中 元 素 的 反正 弦 值 

双 昌 余弦。 等 于 cos(j + A) 


中 按 


& 





& 
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e 管理 对 话 命令 


>> help topic 给 出 指定 主题 的 帮助 
>> lookfor 搜索 包含 关键 字 的 所 有 M - 文件 
>> clear 从 内 存 中 清除 变量 和 函数 


>> clear all, close all 

按 向 上 的 箭头 T 调 出 最 近 常 用 的 命令 行 。 

连续 按 下 “hh 1 ” 键 调 出 最 近 常 用 的 以 “7” 开 头 的 命令 行 。 
»» p = ‘C: \mycode’” ;path(path,p) 对 当前 路 径 添加 一 个 新 的 目录 
>> path(path，C:\mycode ) 

e 运算 和 特殊 字符 


> A 当 4 是 一 个 矩阵 时 ， 对 A HERR Н Be 
当 4 EKER, A ETX A 进行 的 转 置 

> A 对 4 进行 转 置 

>> … 返回 值 是 ; “…” 表示 连续 行 一 条 命令 可 能 
多 于 一 行 ， 如 下 所 示 。 

>>4= [123-45] 与 4= [12345] 一 样 


° 特殊 变量 和 常量 


>> pi т =3. 1415926--- 
>>i,j 虚数 单位 ，i=j= /-1 
>> inf 无 限 大 
>> ans 最 近 上 次 运算 的 答案 
° 文件 
>А=[1.12.1] 让 我 们 把 数据 保存 到 文本 文件 ， 步 又 如 下 


>> save my. dat 4 


— ascii 


>> load my. dat 文件 “my. dat” 里 的 数据 将 被 载 人 到 “my” 
变量 里 

my =[1.1 2.1] 

>> save my 为 了 另 一 个 应 用 , 将 工作 台 变 量 保 存 到 文件 
“my. dat” 


>> load my. dat 从 文件 “my. dat” 载 人 工作 台 变 量 
° 底层 文件 输入 /输出 函数 
>> п =0:. 1:1;у =[n;sin(n) ] 
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>> fid = fopen( ‘sin. даі’, * w' ) 
>> fprintf( fid , * 963. 21963. 4f\n’ ,y) 
>> fclose( fid ) 
创建 一 个 包含 正弦 函数 短 表 的 文本 文件 : 
0. 00 0. 0000 
0. 10 0. 0998 


1. 00 0. 8415 
>> fprintf( * %3. 2f% 3. 4f\n’ ,y) ; 在 命令 窗口 生成 表格 
在 命令 窗口 键入 “help fprintf” 后 将 有 更 详细 的 解释 。 人 参见“sprintf”。 
° 相关 和 逻辑 运算 /函数 
>>A<B, A= =P, А> =В, A< =P 
如 果 条 件 为 真 ， 结 果 是 1， 否则 ,结果 是 0。 
>>4=[ -1,3,0,5; -2,0,0,9] 
>> [m,n] =find(4) 返回 和 矩阵 A 中 非 零 项 的 行 和 列 的 索引 
(m,n) =(1,1),(2,1),(1,2),(1,4),(2,4) 
* FOR 循环 
>> for n =1:4 n,end 
> A=|1:3:10] A=[147 10] 
° 条 件 描 述 
if( (attendance > 20. 90) &(grad average > =60)) 


pass 21; 





else 
fail Z1; 
end ; 


e DFT/FFT 函数 





>> dftmtx( N) (NxN) 大 小 的 DFT 和 矩阵 ， 它 的 逆 变 换 是 conj ( dftmtx 
(N))/N 

>> fft , ifft 一 维 FFT AILES 

>> fft2 , ifft2 二 维 FFT 和 其 逆 变 换 

>> ffishift 把 直流 系数 移 到 二 维 频率 平面 的 中 心 ， 如 本 书 图 5. 3b 所 
示 。 这 对 于 向 量 同样 适用 

>> conv(A,B) 两 个 向 量 的 非 周 期 卷 积 。 对 于 两 个 矩阵 则 使 用 conv2 ， 而 


对 于 任意 维 输入 则 使 用 convn 
>>4=[1:3],V=2， NN 决定 了 一 个 行 回 量 4 的 合成 行 数目 
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>> convmtx( А , N) 

1230 

0 1 2 3 

>> xcorr( A, B) ALAA PR Ж, ЇЇ TERE A #l B 则 使 用 xcorr2 
>> prod ,prodsum ,sum , 


cumsum , diff, gradient 


>> fft ,fft2 ,fftn 没有 规范 化 的 

>> det , idet 一 维 规范 化 的 类 型 -2 DCT 

>> det2 , idet2 二 维 规范 化 的 类 型 -2 DCT 

>> detmtx ( N) (NxN) DCT 和 矩阵 

>> dst, idst 一 维 类 型 -1DST， 没 有 规范 化 





假设 输入 是 一 个 回 量 。 规 范 化 的 DST 是 
>> N = length( input) ;dst(input) * sqrt(2/(N+1)); 
KAZ, det 和 de 是 规范 化 的 ， 但 是 dst, f Al f2 不 是 规范 化 的 。 


>> hadamard (N) s 的 哈达 玛 和 矩阵 ， 即 哈达 玛 和 矩阵 互 的 元 素 是 1 或 
, ËH H' *H=N* eye (N) 

>> sinc m sinc (0) 被 定义 为 1 

>> chirp 扫 频 余弦 发 生 器 


° HEX Ж 





function| MSE ,PSNR | = mse( Input , Estimate ) 

96 Compute MSE and PSNR (in dB) between an image and its estimate 
Error = Input - Estimate; 

MSE = mean( abs( Error( : ). ^2) ; 

PSNR = 10 * log,)(255°2/MSE) ; 





这 个 函数 将 以 M 文件 的 形式 保存 为 “mse. m", РА й у PARCI Dl 
用 情况 如 下 。 

















>> а =шзе (A, B) 只 得 到 MSE 

>> [a, b] =MSE (A, B) 得 到 MSE 和 PSNR 

>> А =" А text herein will be display. ' 

>> disp (A) 如 果 4 是 字符 串 ， 该 函数 用 来 显示 文本 
e 块 处 理 


>> fun = inline(* sum(x(:) ' ); 
>> B -blkproc( A,[2 2] ,fun) ; 
>A=|123] 
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>> Т, = toeplitz (А) 对 称 (或 厄 米 (Hermitian) ) 托 普 洛 效 
(Toeplitz) Ж 


1 2 3 
>T =|2 1 2 
3 2 1 


СУЧ ЧЕХЧЕ (Toeplitz) 矩阵 。C 是 
第 一 列 ，R 是 第 一 行 。 同 样 可 见于 汉 克 尔 
(Hankel) 42/4 
>>kron (A,B) JERE A ЯП B 的 克 罗 内 克 积 
。 图 像 处 理 函 数 
MATLAB FES“ cameraman. tif” “ic. tif” 等 图像 ,更 多 图 像 参 见 目 录 “imdemos”。 
>> 1 = imread( ‘ic. tif’) ; 
>> J = imrotate( I, -3, ‘bilinear’, 'crop') ; 
>> imshow (1) ; figure, imshow( J) ;title( * Rotated image with \theta = -3° ) 
To have а capital Greek in a figure title or plot label , use“ VTheta". 
>> angle = -3 
>> imshow (1) ; figure, imshow( J) ; 
>> title( [ ‘ Rotated image with \theta =” ,num2str( angle) | 
title 的 参数 可 以 是 “[” 和 “]” 中 间 的 向 量 。 
人 参见 函数 image, axis off, axis image, 
参见 函数 imcrop, imresize, imtransform, tformarray, zoom, 
“боше” 命令 自动 生成 一 个 新 的 图 表 窗 口 。 如 果 “figure” 命 令 是 缺 省 的 ， 则 只 产 
生 一 个 图 表 窗 口 。 


>>I = checkerboard( NP , M , №) NP 是 每 一 个 方 格 边 上 的 像素 点 的 个 数 ，M 
是 正方 格 行 数 数目 的 一 半 , N 是 方 格 列 数 
数目 的 一 半 

>> imopen imclose 对 于 一 个 灰 度 图 像 或 者 二 值 图 像 的 形态 学 
F/X 

>> phantom ( -+ , N) 生成 一 个 大 小 为 (NxN) 的 头 部 幻影 医 


像 ， 该 图 像 可 以 用 来 测试 radon 和 iradon 
或 其 他 重建 算法 的 数值 精确 度 
e 画图 
>> plot(x,y) 绘制 向 量 y 关于 向 量 x 的 图 像 
>> bar( x,y,width) ЖЕ. ШЕКТІ, ЖА 
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>> scatter( x,y) 


根据 向 量 x 和 向 量 y 所 指定 的 位 置 绘制 所 
有 的 点 


参见 stem 、stairs 和 semmilogy 三 个 函数 。 


>> N = hist( y,20) 


»» hold on 


>> hold off 


>>axis( [1 20 0 50]) 


>> С =xcorr(A,B) 

>> [C,Lags] = хсот(А, В) 
。 特征 向 量 和 特征 值 

>> [V,D] =eig( X) 


° 滤波 顺 


1 
Раа ЕНЕ 
м=р 


2 3 4] 
-0.9] 


»x-[l 
>>4=[1 
>>B=1 
>> y = filter(B,A,x) 

pilin, 4 H(z) equ 
>> x-[1234] 


>>4 =1 
1 1 
> B = [> 54 
> y = filter( B, A,x) 
° NEUE dS 


输入 序列 


直方 图 。 这 个 命令 把 y 的 元 素 放 到 20 个 相 
等 空间 的 容 融 里 并 返回 每 一 个 容器 里 元 素 
的 个 数 

保留 当前 绘制 的 图 和 所 有 的 坐标 轴 属 性 以 
便 后 续 图 可 添加 到 当前 已 存在 的 图 上 
返回 到 缺 省 模式 

在 当前 图 上 设置 x 轴 坐 标 范 围 为 (1 ，…， 
20) Aly 轴 坐 标 范围 为 (1，…，50) 

非 周 期 互相 关 哆 数 估计 

返回 一 个 在 C 进行 相关 估计 的 延迟 矢量 Lags 














产生 由 特征 值 组 成 的 对 角 阵 D 和 列 是 特征 
向 量 的 满 阵 V 使 得 做 x*V=V*D 





低 通 滤波 需 的 传递 函数 


a(1)y(n) *a(2)y(n-1) 2 b(1)x(n) 
y(n) = -a(2)y(n-1) +b(1)x(n) 

-0.9y(n-1) +x(n) 211,2.9, 
5. 61,9. 049] 


低 通 滤波 器 参数 


11,2. 9 ,5. 


输入 序列 


61,9.049] ; 滤波 序列 


低 通 滤波 器 参数 


3 5 
у= 2 2 21 


Т ] 输出 序列 


>>[LD,HD,LR,HR] = wfilters( * w пате’ ' ) 
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计算 与 正 交 或 者 双 正 交 小 波 “w_ пате’ 相关 的 四 个 滤波 器 组 。 
LD 和 HD 是 分 解 的 低 通 和 高 通 滤 波 器 。 

LR 和 HR 是 重建 的 低 通 和 高 通 滤 波 器 。 

° 小 波 变换 














>> dwt 单 层 离散 一 维 小 波 变换 
>> idw dwt 的 逆 变换 

>> dwt2 单 层 离散 二 维 小 波 变换 
>> idwt2 dwi2 的 逆 变 换 

>> syms x 2 创建 符号 变量 x 和 z 

>> simplify(1/(z+1) +1/z) 一 -+ 一 的 符号 简化 


ans=(2*z+1)/(z+1)/z 
>> pretty( ans) 





G.1 MATLAB 相关 网 站 列表 


G.1.1 MATLAB 教程 


http://www.cyclismo.org/tutorial/matlab/ 
http://www.stanford.edu/~wfsharpe/mia/mat/mia_mat3.htm 
http://www.contracosta.cc.ca.us/math/Imatlab.htm 
http://www.cs.berkeley.edu/titan/sw w/software/matlab/ 
http://www.cs.berkeley.edu/titan/sww/software/matlab/techdoc/ref/func_by_.html 


G.1.2 MATLAB 命令 和 函数 


http://www.hkn.umn.edu/resources/files/matlab/MatlabCommands.pdf 
http://www.owlnet.rice.edu/~elec241/ITMatlab.pdf Introduction to MATLAB 


G.1.3 MATLAB 概要 和 教程 
http://www.math.ufl.edu/help/matlab-tutorial/matlab-tutorial.html 


G.1.4 MATLAB 初级 读本 


http://wwwA4.ncsu.edu/unity/users/p/pfackler/www/MPRIMER.htm 
http://www.glue.umd.edu/~nsw/ench250/primer.htm 


G.1.5 MATLAB 常见 问题 解答 (FAQ) 


http://matlabwiki.mathworks.com/MATLAB_FAQ 
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G.2 MATLAB 相关 参考 文献 


MI 


M2 


M3 


M4 


M5 


M7 


М8 





M9 


M10 


Mil 


M17 


M18 


M19 


M20 





M21 


S.D. Stearns, Digital Signal Processing with Examples in MATLAB® (CRC 
Press, Boca Raton, FL, 2003) 

D.G. Duffy, Advanced Engineering Mathematics with MATLAB (CRC Press, 
Boca Raton, FL, 2003) 

R.E. White, Elements of Matrix Modeling and Computing with MATLAB 
(CRC Press, Boca Raton, FL, 2006) 

A.D. Poularikis, Z.M. Ramadan, Adaptive filtering with MATLAB (CRC 
Press, Boca Raton, FL, 2006) 

E.W. Kamen, B.S. Heck, Fundamentals of Signals and Systems using Web 
and MATLAB (Prentice Hall, Upper Saddle River, NJ, 2007) 


M6 MATLAB and SIMULINK Student Version. (Release 2007 — CD-ROM), 


Mathworks. (MATLAB 7.4 and Simulink 6.6) 

A.H. Register, A Guide to MATLAB” Object-Oriented Programming (CRC 
Press, Boca Raton, FL, 2007) 

M. Weeks, Digital Signal Processing Using MATLAB and Wavelets (Infinity 
Science Press LLC, Hingham, MA, 2007) 

A.D. Poularikis, Signals and Systems Primer with MATALAB (CRC Press, 
Boca Raton, FL, 2007) 

B. Hahn and D. Valentine, Essential MATLAB for Engineers & Scientists. III 
Edition, Oxford, UK: Elsevier, 2008. 

S.J. Chapman, MATLAB? Programming for Engineers. IV Edition, Cengage 
Learning, Engineering, 1120 Birchmount Rd, Toronto, ON, MIK 5G4, 
Canada, 2008. | 

Amos Gilat, MATLAB?: An Introduction with Applications. II Edition, 
Hoboken, NJ: Wiley, 2008. 

Li Tan, Digital signal processing: Fundamentals and Applications. Burling- 
ton, MA: Academic Press (Elsevier), 2008. (This has MATLAB exercises/ 
programs.) | 

M. Kalechman, Practical MATLAB"? Basics for Engineers (CRC Press, Boca 
Raton, FL, 2008) 

M. Kalechman, Practical MATLAB“ Applications For Engineers (CRC 
Press, Boca Raton, FL, 2008) 

J. Musto, W.E. Howard, R.R. Williams, Engineering Computation: An Intro- 
duction Using MATLAB and Excel (McGraw Hill, New York, NY, 2008) 
T.S. El Ali, M.A. Karim, Continuous Signals and Systems with MATLAB 
(CRC Press, Boca Raton, FL, 2008) 

A. Siciliano, Data Analysis and Visualization (World Scientific Publishing 
Co. Inc., Hackensack, NJ, 2008) 

B. Hahn and D. Valentine, Essential MATLAB for Engineers and Scientists. 
Elsevier, 2008 

W.L. Martinez, Computational Statistics Handbook with MATLAB, II Edition 
(CRC Press, Boca Raton, FL, 2008) 

A.D. Poularikis, Discrete Random Signal Processing and Filtering Primer 
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with MATLAB (CRC Press, Boca Raton, FL, 2009) 
M22 O. Demirkaya, M.H. Asyali and P.K. Sahoo, Image Processing with MATALB 
(CRC Press, Boca Raton, FL, 2009) (MATLAB codes/functions/algorithms) 
M23 M.N.O. Sadiku, Numerical Techniques in Electromagnetics with MATLAB 
(CRC Press, Boca Raton, FL, 2009) 
M24 S. Attaway, MATLAB: A Practical Introduction to Programming and Prob- 
lem Solving (Elsevier, Burlington, MA, 2009) 
M25 M. Corinthios, Signals, Systems, Transforms and Digital Signal Processing 
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附录 H MATLAB 程序 示例 


H.1 15 SA МЕТА “3°! Bj MATLAB 程序 代码 


function| | =fft 15() 
Р іпр =zeros(15,15); 
P out =zeros( 15,15) ; 
% 对 于 输入 输出 序列 当 N =3 x5 时 选取 的 主要 因子 映射 。 
% 3 x5 意味 着 我 们 首先 进行 5 点 变换 然后 再 进行 3 点 变换 。 
% 这 会 产生 67 次 实数 加 法 ， 如 果 使 用 5 x3， 则 会 产生 73 次 实数 加 法 。 
% 在 两 种 情况 下 乘法 运算 次 数 一 样 。 因 此 我 们 使 用 3 x 5 的 因数 分 解 。 
% 频率 索引 映射 叫做 中 国 剩余 定理 (Chinese Remainder Theorem, CRT) 2997 „ 
k=1; 
for nl =0:2 % MATLAB 中 符号 * 表示 和 矩阵 乘法 
for n2 20.4 
inp idx map(k) = mod(5 * nl +3 * n2,15) ; 
ош idx map(k) = mod(10 * nl +6 * n2,15) ; 
k-k-l; 


end 























end 
inp idx map-inp idx тар +1; 
out idx map=out idx тар +1; 
Jo 形成 输入 输出 的 置换 矩阵 
for k =1:15 
P _inp(k,inp idx map(k))-1; 
P out(k,out idx map(k)) =1; 
end 
% 验证 置换 变换 矩阵 等 于 主要 因子 克 罗 内 克 积 的 变换 和 矩阵 。P inpzinv(P inp), 
P out=inv(P out), 
P out*fft(eye(15)) *inv(P _inp) —kron(fft(eye(3)),fft(eye(5))); 
% 对 于 变换 大 小 3 定义 后 置 加 法 和 矩阵 (post addition matrix ) ,这 些 和 矩阵 的 生成 参见 
Winograd 的 短 -N DET 算法 。 
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% 长 度 为 3 的 乘法 和 矩阵 。 

C3 =diag([1 cos( -2 * pi/3) -1 i*sin( -2* pi/3) ]) ;96 diag[ 1,cos( – 21/3) 
-],jsin( -27/3 ) | 

% 长 度 为 3 BIB ECT B E 





10 0 0 о 0 
11 1 1 -1 0 
ss=|1 1 -1 0 1 1; 
1 d -1 0 -1 -1 
i 1 d -1 1 0 


% 长 度 为 5 的 乘法 矩阵 。 
u= -2*p/5; 
C5 = diag ([1(cos(u) + cos(2 * u) )/2 - 1(cos(u) -cos(2 жи) )/72--- 
i* (sin(u) *sin(2*u))i*sin(2 *u)i* (sin(u) -sin(2*u)) ]); 
% 长 度 为 5 的 前 置 加 法 矩阵 。 





[11 1 f 1 
01 1 1. 1 
Oi =f =f 1 
TS = 
отоо -i 
01 =E 1 =i 
00-1 1 0 


% 验证 本 书 式 (3.67) 和 式 (3.68). 
Ктоп( 53,55) * kron( C3,C5) * kron( T3, T5) – kron(fft( eye(3) ) ,fft( eye(5))) 
% 生成 本 书 式 (3.75) 中 定义 的 矩阵 [Css]. 
[r C3,temp] =size(C3) ; 
[r C5,temp] = size( C5) ; 
forj-1:r C5 
for q=1:r C3 
C(j,q) =(C5(j,j) * С3(9,9)); 


end 
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end 
% 验证 本 书 式 (3.73), 
fft 15 =zeros(15,15); 
for vec = 1:15 9o 对 每 个 基准 向 量 进行 测试 
clear 215 ;clear x;clear у; 
x =zeros(15,1); 
x(vec) =1; 
% 应 用 输入 排列 
xzP imp*x; 
% 生成 本 书 式 (3.70) 中 定义 的 矩阵 [as ] 。 
gel 
for j 21:3 
for k 21:5 
45(j,k) ex(q) 
q=qtl; 
end 
end 
215 = 53 * (55 * (C. * (Т5 * (ТЗ *z15).'))).'; 
% 生成 输出 向 量 , 输出 是 打 乱 的 。 
y =zeros(15,1); 
q=1; 
for j z1:3 
fork 21:5 
y(q) 215,1); 
q=q+1; 
end 
end 
% 采用 逆 输 出 置换 来 获得 有 条 理 的 输出 。 
у =іпу(Р out) * y; 
fft 15(1:end,vec) =y; 
end 


fft 15 - fft( eye( 15) ) 
H.2 纯 相 位 相关 的 MATLAB 程序 代码 〈 见 本 书 8.3 75) 


path( path ,' с: \code ') 
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f = imread(' lena. jpg '); 
[M,N] = size(f); 

imA =f(111:350,111:350); 
%imA =£(1;240,1:240) ; 
5 250; 


imB =f(111 4 $:350 45,111 € 5:350 +S); 


% imB =f(1 +S:240 - $,1 4 8:240 +S); 
Fa = fft2( imA) ;Fb = ff2( imB) ; 


Z = Ка. * conj( Fb)./abs(Fa. * conj( Fb) ) ; 


% Z = Fa. /Fb; 
z = ifft2(Z) ; 


max _ z = max( max ( z) ) 


% imshow(f,[ ]) ; 

% 我 们 使 用 大 小 为 512 x 512 的 Lena 图 像 。 
figure( 1) ,imshow(imA) ;%240 x240 
figure( 1) ,imshow( imA) ; 


% 控制 移动 量 ， 用 “+”“- ”控制 
方向 ， 如 50, 100, 140, - 100,96 
221 (最 大 值 ) 。 

figure(2) ,imshow(imB ; 

figure(2) ,imshow( imB) ; 


% 见 本 书 式 (8. 14) 。 
% 简 化 方法 ， 见 本 书 式 (8. 17)。 


[ml,m2] =find(z= = тах z);ml =ml -1,m2=m2-1 


zz = fftshift( abs( z) ) ; 


% 因为 MATLAB 索引 是 从 (1, 1) 
开始 的 ， 而 不 是 (0，0) 。 

% figure( 4) ,imshow( log( zz +0. 0001 ) , 
LIS 


figure(3) ,mesh(zz(1:2:240,1:2:240) ) ,colormap( [0. 6,0. 8,0.2]) 


axis( [1120 1 1200 1]) 
view( —37.5,16) 


xlabel('n 1"');ylabel('n 2");zlabel('z {(рос| (п l,n 2)); 
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for speed and length measurement, in JEEE ICASSP-97, vol. 5, Munich, Germany, Apr. 1997, 
pp. 4097—4100 

J9 A harmonic method for active power filters using recursive DFT, in 20th EECON, Bangkok, 
Thailand, Nov. 1997 

JIO B. Bramer, M. Ibrahim, S. Rumsby, An FFT Implementation Using Almanet, in /CSPAT, 
Toronto, Canada, Sept. 1998 

J11 S. Rumsby, M. Ibrahim, B. Bramer, Design and implementation of the Almanet environment, 
in JEEE SiPS 98, Boston, MA, Oct. 1998, pp. 509-518 
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J12 A. Nukuda, FFTSS: A high performance fast Fourier transform library, in IEEE ICASSP, 
vol. 3, Toulouse, France, May 2006, pp. 980—983 
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acoustics 19, 285—288 (Dec. 1971) 


FFT 修剪 (FFT Pruning) 

J14 S. Holm, FFT pruning applied to time domain interpolation and peak localization. IEEE 
Trans. ASSP 35, 1776-1778 (Dec. 1987) 

J15 Detection of a few sinusoids in noise. Dual tone multi-frequency signaling (DTMF). Use 
pruned FFT. 

以 及 参考 文献 [A42]。 

用 于 阵列 天 线 分 析 的 CG -FFT (CG -FFT Method for the Array Antenna Analysis) 


K1 T.K. Sarkar, E. Arvas, S.M. Rao, Application of FFT and the conjugate gradient method for 
the solution of electromagnetic radiation from electrically large and small conducting bodies. 
IEEE Trans. Antennas Propagat. 34, 635—640 (May 1986) 
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以 及 参考 文献 [B12]。 
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(Mar, 1994) 
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sampling theory. Numer. Math. 69, 423—440 (Feb. 1995) 
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design: Part II — 2-D. IEEE Trans. Circ. Sys. I Analog Digital SP 43, 434—444 (June 1996) 
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ICIP, vol. 3, Lausanne, Switzerland, Sept. 1996, pp. 711—714 
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IEEE ICIP, Washington, DC, Oct. 1997, pp. 909—912 

S.K. Mitra, Digital Signal Processing: A Computer-Based Approach. New York: McGraw 
Hill, 1998, Chapters 6 and 10 
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applications, in IEEE Int] Symp. Antennas Propagation Society (AP-S), vol. 3, Atlanda, 
GA, June 1998, pp. 1782-1785 
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in IEEE Int'l Symp. Antennas Propagation Society (AP-S), vol. 3, Atlanda, GA, June 1998, 
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pression, in IEEE Conference on Signals, Systems and Computers, Oct. 2000, pp. 1063—1067 
D. Potts, G. Steidl, M. Tasche, Fast Fourier transforms for nonequispaced data: A tutorial, in 
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Ferreira (Birkhàuser, Boston, MA, 2001), pp. 247-270 

G. Ramponi, S. Carrato, An adaptive irregular sampling algorithm and its application to 
image coding. Image Vision Comput. 19, 451—460 (May 2001) 

M.R. Shankar, P. Sircar, Nonuniform sampling and polynomial transformation method, in 
IEEE ICC, vol. 3, New York, Apr. 2002, pp. 1721-1725 

M. Bartkowiak, High compression of colour images with nonuniform sampling, in Proceed- 
ings of the ISCE' 2002, Erfurt, Germany, Sept. 2002 

K.L. Hung, C.C. Chang, New irregular sampling coding method for transmitting images 
progressively. IEE Proc. Vision Image Signal Process. 150, 44—50 (Feb. 2003) 

J.A. Fessler, B.P. Sutton, Nonuniform fast Fourier transforms using min-max interpolation. 
IEEE Trans. SP 51, 560—574 (Feb. 2003) 

A. Nieslony, G. Steidl, Approximate factorizations of Fourier matrices with nonequispaced 
knots. Linear Algebra Its Appl. 366, 337—351 (June 2003) 

K. Fourmont, “Non-equispaced fast Fourier transforms with applications to tomography,” 
J. Fourier Anal. Appl., 9, 431—450 (Sept. 2003) 

K.-Y. Su, J.- T. Kuo, An efficient analysis of shielded single and multiple coupled microstrip 
lines with the nonuniform fast Fourier transform (NUFFT) technique. IEEE Trans. Microw. 
Theory Techniq. 52, 90—96 (2004) 

L. Greengard, J. Y. Lee, Accelerating the nonuniform fast Fourier transform. SIAM Rev. 46, 
443-454 (July 2004) 

R. Venkataramani, Y. Bresler, Multiple-input multiple-output sampling: Necessary density 
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IEEE ICIP, Singapore, Oct. 2004, pp. 2471—2474 
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N42 Q.H. Liu, Fast Fourier transforms and NUFFT, Encyclopedia of RF and Microwave Engi- 
neering, 1401—1418, (Mar. 2005) 
МАЗ K.-Y. Su, J.-T. Kuo, Application of two-dimensional nonuniform fast Fourier transform (2-D 
NUFFT) technique to analysis of shielded microstrip circuits. IEEE Trans. Microw. Theory 
Techniq. 53, 993-999 (Mar. 2005) 
N44 J.J. Hwang et al., Nonuniform DFT based on nonequispaced sampling. WSEAS Trans. 
Inform. Sci. Appl. 2, 1403-1408 (Sept. 2005) 
N45 Z. Deng and J. Lu, The application of nonuniform fast Fourier transform in audio coding, in 
IEEE Int'l Conference on Audio, Language and Image Process. (ICALIP ), Shanghai, China, 
July 2008, pp. 232-236 
以 及 参考 文献 [LA24]。 
DFT/FFT WA: 频谱 估计 (Applications of DFT/FFT; Spectral Estimation) 
AP1 P.T. Gough, A fast spectral estimation algorithm based on FFT. IEEE Trans. SP 42, 
1317-1322 (June 1994) 
DFT/FFT 应 用 : 滤波 (Applications of DFT/FFT; Filtering) 
WLPF, BPF, HPF 滤波 。 广 义 倒 谱 和 同 态 滤波 。 见 参考 文献 【B6] 中 第 5 章 和 第 7 章 。 
DFT/FFT 应 用 : 多 信道 载波 调制 (Applications of DFT/FFT; Multichannel Carrier Modulation) 
国 多 信道 载波 调制 (Multichannel carrier modulation, MCM), ， 例 如 用 于 数字 电视 地 面 广播 的 正 交 
频 分 复 用 (orthogonal frequency division multiplexing, OFDM) 。 
AP2 Y. Wu, B. Caron, Digital television terrestrial broadcasting. IEEE Commun. Mag. 32, 46—52 
(May 1994) 
DFT/FFT 应 用 : 频谱 分 析 、 滤 波 、 卷 积 、 相 关 等 ( Applications of DFT/FFT: Spectral Analysis, 
Filtering, Convolution, Correlation etc. ) 
图 尤其 下 面 的 书籍 涉及 到 了 DFT/FFT 在 频谱 分 析 、 滤 波 、 卷 积 、 相 关 等 方面 的 几 种 应 用 。 


АРЗ 见 参 考 文献 [TIN5] 中 第 9 章 “ 利 用 FFT 的 卷 积 和 相关 运算 (Convolution and correlation using 
FFT) 

AP4 S.D. Stearns, R.A. David, Signal Processing Algorithms in Fortran and C (Prentice-Hall, 
Englewood Cliffs, NJ, 1993) 


DFT/FFT 应 用 : 脉冲 压缩 (Applications of DFT/FFT; Pulse Compression ) 
图 脉冲 压缩 (雷达 系统 一 一 监视 追踪， 目标 分 类 ) 具有 长 脉冲 响应 的 匹配 滤波 器 一 一 利 
用 FFT 的 卷 积 。 


AP5 R. Cox, FFT-based filter design boosts radar system's process, Electronic Design, 31 Mar. 
1988, pp. 81-84 


DFT/FFT 应 用 : 频谱 分 析 (Applications of DFT/FFT; Spectrum Analysis) 
AP6 G. Dovel, FFT analyzers make spectrum analysis a snap, EDN, Jan. 1989, pp. 149-155 
DFT/FFT 应 用 : 重 影 消除 (Applications of DFT/FFT; Ghost Cancellation) 


AP7 M.D. Kouam, J. Palicot, Frequency domain ghost cancellation using smal] FFTs, in JEEE 
ICCE, Chicago, IL, June 1993, pp. 138-139 

AP8 J. Edwards, Automatic bubble size detection using the zoom FFT, in /CSPAT, DSP World 
Expo., Dallas, TX, Oct. 1994, pp. 1511-1516 








































































































* Several applications of FFT in digital signal processing are illustrated in software/ hardware, 
books on using the software (Mathcad, MATLAB, etc.) 


AP9 N. Kuroyanagi, L. Guo, N. Suehiro, Proposal of a novel signal separation principle based on 
DFT with extended frame buffer analysis, in /EEE GLOBECOM, Singapore, Nov. 1995, 
pp. 111-116 
APIO M. Webster, R. Roberts, Adaptive channel truncation for FFT detection in DMT systems 一 
Error component partitioning, in 30th IEEE Asilomar Conference on Signals, Systems and 
Computers, vol. 1, Pacific Grove, CA, Nov. 1996, pp. 669—673 
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DFT/FFT 应 用 : 基于 运动 估计 的 相位 相关 (Applications of DFT/FFT; Phase Correlation 
Based Motion Estimation ) 


AP11 A. Molino et al., Low complexity video codec for mobile video conferencing, in EUSIPCO, 
Vienna, Austria, Sept. 2004, pp. 665—668 

AP12 A. Molino, F. Vacca, G. Masera, Design and implementation of phase correlation based 
motion estimation, in ZEEE [nt’l Conference on Systems-on-Chip, Sept. 2005, pp. 291-294 


FFT 相关 软件 /硬件 : 商用 S/W 工具 (FFT Software/Hardware: Commercial S/W Tools) 


Cs1 "Image processing toolbox” (2-D transforms) MATLAB, The MathWorks, Inc. З Apple Hill 
Drive, Natick, MA 01760, E-mail: info@mathworks.com, Fax: 508-653-6284. Signal 
processing toolbox (FFT, DCT, Hilbert, Filter design), http://www.mathworks.com/, FTP 
server ftp://ftp.mathworks.com 

Cs2 “FFT tools" Software Package. Adds FFT capability to Lotus 1-2-3 & enhances FFT 
capability of Microsoft Excel. 1024-point FFT under a second on a 486DX/33 PC. Up to 
8192-point FFT with choice of windows, Blackman, Hamming, Hanning, Parzen, tapered 
rectangular & triangular taper. DH Systems Inc. 1940 Cotner Ave., Los Angeles, CA 90025. 
Phone: 800-747-4755, Fax: 310-478-4770 

Cs3 Windows DLL version of the prime factor FFT sub-routine library, Alligator Technologies, 
17150 Newhope Street # 114, P.O. Box 9706, Fountain Valley, CA 92728-9706, Phone: 
714-850-9984, Fax: 714-850-9987 

Cs4 SIGLAB Software, FFT, correlation etc., Monarch, DSP software, The Athena Group, Inc. 
3424 NW 31" Street, Gainesville, FL 32605, Phone: 904-371-2567, Fax: 904-373-5182 

Cs5 Signal ++ DSP Library (C++), Several transforms including CZT, wavelet, cosine, sine, 
Hilbert, FFT and various DSP operations. Sigsoft, 15856 Lofty Trail Drive, San Diego, CA 
92127, Phone: 619-673-0745 

Cs6 DSP works-real time windows-based signal processing software. FFT, Convolution, Filtering, 
etc. (includes multirate digital filters, QMF bank). Complete bundled hardware and software 
packages, DSP operations. Momentum Data Systems Inc. 1520 Nutmeg Place #108, Costa 
Mesa, CA 92626, Phone: 714-557-6884, Fax: 714-557-6969, http://www.mds.com 


Cs7 Version 1.1 ProtoSim, PC based software, FFT, Bode plots, convolution, filtering etc. 
Systems Engineering Associates Inc. Box 3417, RR#3, Montpelier, VT 05602, Phone: 
802-223-6194, Fax: 802-223-6195 

Cs8 Sig XTM, A general purpose signal processing package, Technisoft, P.O. Box 2525, 
Livermore, CA 94551, Phone: 510-443-7213, Fax: 510-743-1145 

Cs9 Standard filter design software, DGS Associates, Inc. Phone: 415-325-4373, Fax: 
415-325-7278 

Cs10 DT VEE and VB-EZ for windows. Software for Microsoft windows. Filters, FFTs, etc., 
Data Translation, 100 Locke Drive, Marlboro, MA 01752-1192, Phone: 508-481-3700 or 
800-525-8528 

Cs11 Mathematica (includes FFT, Bessel functions) Wolfram Research, Inc. Phone: 

800-441-MATH, 217-398-0700, Fax: 217-398-0747, E-mail: info(Q wri.com 

Cs12 Mathematica 5.2, Wolfram Research, Inc. Website: http://www.wolfram.com, E-mail: 

info@wolfram.com, Phone: 217-398-0700, Book: S. Wolfram, The mathematica book. 
4th ed. New York: Cambridge Univ. Press, Website: http://www.cup.org 

Cs13 Mathcad 5.0, Mathsoft Inc. P.O. Box 1018, Cambridge, MA 02142-1519, Ph: 

800-967-5075, Phone: 217-398-0700, Fax: 217-398-0747 

Cs14 Matrix-based interactive language: Signal Processing FFTs, O-Matrix, objective numerical 
analysis, Harmonic Software Inc. Phone: 206-367-8742, Fax: 206-367-1067 

Cs15 FFT, Hilbert transform, ACOLADE, Enhanced software for communication system, CAE, 
Amber Technologies, Inc. 47 Junction Square Dr., Concord, MA 01742-9879, Phone: 508- 
369-0515, Fax: 508-371-9642 

Cs16 High-order Spectral Analysis (ISA-PC32) Software. Integral Signal Processing, Inc., 
P.O. Box 27661, Austin, TX 78755-2661, Phone: 512-346-1451, Fax: 512-346-8290 

Cs17 Origin 7.5, 8, voice spectrum, statistics, FFT, IFFT, 2D FFT, 2D IFFT, power spectrum, 
phase unwrap, data windowing, Software by OriginLab Corp. One Roundhouse Plaza, 
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Cs18 


Cs19 


Cs20 


Cs21 


FFT 
Ccl 


Cc2 


Cc3 


Cc4 


Cc5 


Cc6 


Cc7 


FFT 


Cpl 


Cp2 


Cp3 
Cp4 


Cp5 


Cp6 


Cp7 


Cp8 


Northampton, MA 01060, Phone: 413-586-2013, Fax: 413-585-0126. http://www.origi- 
nlab.com 

Visilog, Image Processing & Analysis Software: FFTs and various processing operations, 
Noesis, 6800 Cote de Liesse, Suite 200, St. Laurent, Quebec, H4T2A7, Canada, Phone: 
514-345-1400, Fax: 514-345-1575, E-mail: noesis@cam.org 

Stanford Graphics 3.0, Visual Numerics, 9990 Richmand Avenue, Suite 400, Houston, TX 
77042, Phone: 713-954-6424, Fax: 713-781-9260 

V for Windows, Digital Optics Ltd., Box 35-715, Browns Bay, Optics Ltd., Auckland 10, 
New Zealand, Phone: (6549) 478-5779, (6549) 479-4750, E-mail: 100237.423@Compu- 
serve.com 

DADISP Worksheet (software package) (DADiSP 6.0), DSP Development Corp., 3 Bridge 
Street, Newton, MA 02458, Phone: 800-424-3131, Fax: 617-969-0446, student edition on 
the web, Website: http://www.dadisp.com 


相关 软件 /硬件 : 商用 芯片 (FFT Software/Hardware; Commercial Chips) 


ADSP-21060 Benchmarks (@ 40 MHz) 1,024-point complex FFT (Radix 4 with digit 
reverse) 0.46 ms (18,221 cycles). Analog Devices, Inc. 1 Technology Way, P.O. 
Box 9106, Norwood, MA 02062, Phone: 617-461-3771, Fax: 617-461-4447 

ТМС 2310 FFT processor, complex FFT (forward or inverse) of up to 1,024 points (514 
usec), radix-2 DIT FFT. Raytheon Semiconductor, 300 Ellis St, Mountain View, CA 94043- 
7016, Phone: 800-722-7074, Fax: 415-966-7742 

STV 0300 VLSI chip can be programmed to perform FFT or IFFT (up to 8,192 point complex 
FFT) with input f; from 1 kHz to 30 kHz. (8,192 point FFT in 410 usec), SGS-Thomson 
Microelectronics News & Views, no. 7, Dec. 1997, http://www.st.com 

Viper-5, FFT (IM CFFT in 21 msec), Texas Memory Systems, Inc. 11200 Westheimer, 
#1000, Houston, TX 77042, Ph: 713-266-3200, Fax: 713-266-0332, Website: http://www. 
texmemsys.com 

K. Singh, Implementing in-place FFTs on SISD and SIMD SHARC processors. Technical 
note, EE-267, Analog Devices, Inc. Mar. 2005 (ADSP-21065L, ADSP-21161) 

“Pipelined FFT,” RF Engines Limited (RFEL), Oct. 2002 (Process data at a sample rate in 
100 MSPS, the complex 4,096-point radix-2 DIF FFT core in a single 1M gate FPGA) 
G.R. Sohie, W. Chen, Implementation of fast Fourier transforms on Motorola’s digital signal 
processors (on DSP56001/2, DSP56156, DSP96002) 


相关 软件 /硬件 : 商用 DSP (FFT Software/Hardware; Commercial DSP) 

ZR34161 16 bit VSP. High performance programmable 16-bit DSP. 1-D and 2-D FFTs, 
several DSP operations, 1,024 point radix-2 complex FFT in 2,178 hsec. ZP34325 32 bit 
VSP. 1-D and 2-D FFTs, several DSP operations ZR38000 and ZR38001 can execute 1,024 
point radix-2 complex FFT in 0.88 msec. Zoran Corporation, 1705 Wyatt Drive, Santa 
Clara, CA 95054. Phone: 408-986-1314, Fax: 408-986-1240. VSP: Vector signal processor 
FT 200 series Multiprocessors 1K complex FFT « 550 usec, 1K x 1K Real to complex FFT 
782 msec. Alacron, 71 Spitbrook Road, Suite 204, Nashua, NH 03060, Phone: 603-891- 
27750, Fax: 603-891-2745 

IMSA 100: Programmable DSP. Implement FFT, convolution, correlation etc. SGS-Thom- 
son Microelectronics, 1000 East Bell Road, Phoenix, AZ 85022-2699. http://www.st.com 
441102 FFT processor, Lake DSP Pty. Ltd. Suite 4/166 Maroubra Road, Maroubra 2035, 
Australia, Phone: 61-2-314-2104, Fax: 61-2-314-2187 

DSP/Veclib. Vast library of DSP functions for T's TMS 320C40 architecture, Spectro- 
analysis, 24 Murray Road, West Newton, MA 02165, Phone: 617-894-8296, Fax: 617-894- 
8297 

Toshiba IP 9506 Image Processor. High speed image processing on a single chip. Quickest 
FFT process. Toshiba, LE. OEM Division, 9740 Irvine Blvd., CA 92718, Phone: 714-583- 
3180 

Sharp Electronics, 5700 NW Pacific Rim Blvd., Camas, WA 98607, Phone: 206-834-8908, 
Fax: 206-834-8903, (Real time DSP chip set: LH 9124 DSP and LH 9320 Address Generator) 
1,024 point complex FFT in 80 usec. Real and complex radix-2, radix-4 and radix-16 FFTs 
TMS 320C 6201 General-purpose programmable fixed-point-DSP chip (5 ns cycle time). 
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Can compute 1,024-point complex FFT in 70 usec. TI Inc., P.O. Box 172228, Denver, CO 
80217. TMS 320. http://dspvillage.ti.com 


Cp9 TMS 320C80 Multimedia Video Processor (MVP), 64-point and 256-point complex radix- 


2 FFT, TI, Market Communications Manager, MS736, P.O. Box 1443, Houston, TX 77251- 
1443, Phone: 1-800-477-8924 


Cp10 Pacific Cyber/Metrix, Inc., 6693 Sierra Lane, Dublin, CA 94568, Ph: 510-829-8700, Fax: 


510-829-9796 (VSP-91 vector processor, ІК complex FFT in 8 usec, 64K complex FFT in 
8.2 msec) 


FFT 相关 软件 /硬件 ， 商用 HA/W (FFT Software/Hardware; Commercial H/W) 


НІ 


H2 


H3 


H6 


H7 


H8 


H9 


FFT 相关 软件 /硬件 : 基于 DSP 的 实现 (FFT Software/Hardware; Implementation on DSP) 


CRP1M40 PC/ISA-bus floating point DSP board can process DFTs, FFTs, DCTs, FCTs, 
adaptive filtering, etc., ІК complex FFT in 82 usec at 40 MHz. Can upgrade up to 1 Megapoint 
FFT. Catalina Research, Inc. 985 Space Center Dr., Suite 105, Colorado Springs, CO 80915, 
Phone: 719-637-0880, FAX: 719-637-3839 

Ultra DSP-1 board, 1K complex FFT in 90 цес, Valley Technologies, Inc. RD #4, Route 309, 
Tamaqua, PA 18252, Phone: 717-668-3737, FAX: 717-668-6360 

1,024 point complex FFT in 82 usec. DSP MAX-P40 board, Butterfly DSP, Inc. 1614 S.E. 
120th Ave., Vancouver, WA 98684, Phone: 206-892-5597, Fax: 206-254-2524 

DSP board: DSP Lab one. Various DSP software. Real-time signal capture, analysis, 
and generation plus high-level graphics. Standing Applications Lab, 1201 Kirkland Ave., 
Kirkland, WA 98033, Phone: 206-453-7855, Fax: 206-453-7870 

Digital Alpha AXP parallel systems and TMS320C40. Parallel DSP & Image Processing 
Systems. Traquair Data Systems, Inc. Tower Bldg., 112 Prospect St., Ithaca, NY 14850, 
Phone: 607-272-4417, Fax: 607-272-6211 

DSP Designer™, Design environment for DSP, Zola Technologies, Inc. 6195 Heards Creek 
Dr., N.W., Suite 201, Atlanta, GA 30328, Phone: 404-843-2973, Fax: 404-843-0116 
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